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在 我 校 研究 生 教材 建设 专项 资金 的 资助 下 ,本 书 得 以 出 版 。 
随 着 计算 机 科学 和 信息 科学 的 飞速 发 展 , 许 多 学 科 和 领域 要 处 理 离散 的 


数学 结构 一 一 代数 结构 ,有 些 学 科 甚至 需要 较 深 的 近世 代数 知识 。 许 多 工科 
专业 ,特别 是 计算 机 科学 专业 的 研究 生 和 急需 开设 近世 代数 课程 。 近 世代 数 原 
为 数学 系 一 门 较 难 的 专业 课 。 目 前 , 绝 大 多 数 近世 代数 教材 都 是 针对 数学 专 
业 的 。 数 学 专业 的 教材 以 培养 学 生 的 数学 素养 、 以 数学 研究 为 最 终 目 的 ,追求 
纯 数学 的 完美 ,篇 幅 浩 大 。 显 而 易 见 ,这 样 的 教材 是 不 适合 工科 研究 生 的 。 鉴 
于 此 ,本 书 作者 ,在 工科 研究 生 教学 和 应 用 数学 本 科 专 业 教学 的 基础 上 编写 了 
此 书 。 

编写 教材 , 写 厚 容易 , 写 薄 难 ,对 于 一 门 36 学 时 的 课程 更 是 如 此 。 更 难 的 
是 ,如 何 使 一 门 极其 抽象 的 数学 课程 适合 工科 学 生 。 鉴 于 本 书 的 对 象 及 学 时 
所 限 ,作者 参阅 了 许多 国内 外 优秀 教材 ,以 基础 知识 为 本 ,尽力 以 最 合理 的 安 
排 和 最 新 的 处 理 使 本 教材 简明 扼要 、 通 俗 易 懂 、 突 出 核心 内 容 和 骨干 结构 。 近 
世代 数 的 核心 内 容 极其 抽象 ,为 使 学 生 不 致 感到 太 村 燥 , 为 增加 学 习 兴 趣 ,也 
为 了 展示 近世 代数 应 用 的 潜力 ,我 们 选择 介绍 了 近世 代数 在 几 个 方面 的 简单 
应 用 。 

我 校 戴 遗 山 教授 和 唐 向 浦 教 授 审 阅 了 本 书 的 初稿 ,提出 了 非常 好 的 建议 ， 
在 此 向 他 们 表示 由 衷 的 感谢 。 限 于 作者 的 能 力 及 知识 视野 , 书 中 的 不 当 之 处 
在 所 难免 ,欢迎 各 方面 的 批评 和 建议 。 

全 书 授课 时 数 需 要 约 48 学 时 ; 没 标 有 走 号 的 内 容 可 以 构成 一 个 36 学 时 
的 简明 教程 。 由 于 近世 代数 的 习题 较 难 ,本 书 在 最 后 对 习题 ,特别 是 证 明 题 给 
出 了 较 详 细 的 解答 。 标 有 * 号 的 习题 较 难 ,只 供 有 兴趣 的 学 生 练 习 。 


哈尔滨 工程 大 学 理学 院 
编 者 
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第 1 章 ”基本 概念 


在 中 学 代数 中 ,我 们 的 运算 对 象 是 实数 或 复数 .在 大 学 的 线性 代数 中 ,我 们 又 将 运算 对 象 
扩大 到 了 向 量 和 矩阵 ,而 且 我 们 已 经 注意 到 ,这 是 很 有 意义 的 . 随 着 许多 新 的 科学 领域 的 出 现 ， 
及 其 数学 本 身 的 需要 ,我 们 必须 将 运算 的 对 象 进 一 步 扩大 .事实 上 ,在 现代 代数 学 中 ,什么 东西 
都 可 成 为 我 们 的 运算 对 象 .在 本 课程 中 ,我 们 主要 学 习 近 世 代数 学 中 三 个 最 主要 的 对 象 一 一 
群 . 环 . 域 ,它们 都 是 在 一 个 集合 上 定义 一 些 运算 律 后 而 成 的 代数 结构 .为 此 ,本 章 中 我 们 介绍 
集合 和 运算 的 基本 概念 ,为 后 几 章 中 群 \ 环 、 域 的 学 习 打 基 础 . 


1.1 集合 与 映射 


1 集合 


集合 :一般 我 们 将 具有 某 种 特性 的 事物 的 全 体 称 为 一 个 集合 .通常 我 们 用 大 写 英文 字母 
4A, B,C 等 表示 集合 .集合 中 的 事物 称 为 元 素 .我 们 用 a € 4 表示 a 是 集合 4 中 的 元 素 , 读 “a 属 
于 4”;a g 4 表示 a 不 是 集合 4 中 的 元 素 , 读 “a 不 属于 4”. 

例如 ,1 € {0,1},2 ¢ 10,1}. 

我 们 用 N,Z,Q,R， C 分 别 表示 自然 数 集合 ,整数 集合 ,有 理 数 集合 ,实数 集合 和 复数 集合 . 
这 些 集合 中 去 掉 0 后 用 N* ,Z" ,Q" ,R" ,C” 表示 . 

空 集 : 我 们 称 没有 元 素 的 集合 为 空 集 . 空 集 的 符号 为 如. 

例如 ,lx E RIx*+1=0|= 

子 集 : 若 集合 中 中 的 元 素 都 属于 集合 4 ,我 们 称 B 是 4 的 子 集 , 记 为 Bc 4. 阁 是 4 的 子 
集 , 但 B zz 4 ,我们 称 B 是 4 的 真子 集 . 

例如 ,车 4 = 10,1,2},B = {0,1}, 则 BC 4. 

注意 :对 任何 集合 4, 有 

FC 4,4C 4. 
集合 的 并 :对 于 集合 4,B ,我 们 称 集合 
4UB=lclcE4 或 cE 了 

为 4,B 的 并 集 . 

例如 ,10,1,2} U {1,2,3} = {0,1,2,3}. 
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注意 :对 于 和 集合 4,B, 有 
ACAUB,BCAUB. 
集合 的 差 : 对 于 集合 4 ,8 ,我 们 称 集合 
A-B= {clec€E AHc¢ BI 
为 4 与 B 的 差 集 . a 
例如 ,1{0,1,2} - {1,2,3} = {0}. 
集合 的 交 : 对 于 集合 4, 8 ,我 们 称 集合 
ANNMB= {clcEAHcEB)| 
为 4, 8 的 交集 . 
例如 ,140,1,2} 门 {1,2,3} = {1,2}. 
注意 :对 于 集合 4,B8, 有 
4 门 BC4,4mPpBc 了. 
集合 的 积 :对 于 集合 4, 8B ,我 们 称 集合 
AxB= i{(a,b)la€E A,bE BI} 
为 4,B 的 积 . 
例如 ， 
{0,1,2} x {a,b} =.{(0,a),(0,8),(1,a),(1,6),(2,a),(2,5)}; 
R = R x R 为 平面 点 集 . 


2 映射 


约定 :以 后 , 谷 无 特别 声明 ,集合 都 不 是 空 集 . 
定义 ”对 两 个 集合 4,B. 若 一 个 法 则 c 使 得 4 中 任何 一 个 元 素 a 都 对 应 B 中 唯一 的 一 个 
元 素 5, 则 我 们 称 o 为 集合 4 到 集合 B 的 一 个 上 映射; 元素 5 称 元 素 4 在 映射 c 下 的 像 , 记 为 c(oe) 
= 5; 元 素 a 称 元 素 在 上 映射 o 之 下 的 一 个 原 像 ; 若 4 C 4 ,集合 
o(A’)= {lo(a)la€ A'lcB 
称 4' 在 c 下 的 像 集 ; 若 B' C B, 集 合 
o(B)= {a€E Alo(a)€EBiIcA 


称 B’ 在 映射 o 下 的 原 像 集 . 
例 1I 设 4 一 {0,1,2,3},B 二 la,b,cl. 
若 令 


a:O0F~ a,lF”>b,2F”> a,3HF> b,O0m~ ee 
则 a 不 是 4 到 B 的 映射 ,因为 0 € 4 对 应 的 元 素 不 唯一 . 
若 令 
B:OF~ a,1HF~ b,2F™ 
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则 8 不 是 4 到 8 的 映射 ,因为 3€ 4 不 对 应 B a 
重 令 
7:0HF al1hH 一 2HF a,3m b, 
则 y 是 4 到 8B 的 映射 ;此 时 
7(4) = ta, bp},7(10,2)) = fa ty = {a}, 
z y- (cl) = {0,2},7-:({c}) = : 
例 2 oo:(m,n)m~ m+ n 为 也 x 也 到 工 的 一 个 映射 
例 3 邻 M ，(R) 为 一 切 m x n 实 矩 阵 构成 的 集合 , 则 
o:(A,B)m 48 
为 Mi (及 ) x Ms(R) 到 Mi.,(R) 的 一 个 映射 . 
定义 ” 设 为 集合 4 到 集合 B 的 一 个 映射 . 
(1) 车 o(4) = 8B8, 即 B 中 每 个 元 素 在 映射 o 下 都 至 少 有 一 个 原 像 , 则 我 们 称 o 为 满 射 ， 
(2) 若 4 中 任何 两 个 不 同 的 元 素 ol , ao; 的 像 c(ai ) ,ol(a,) 也 不 同 , 则 我 们 称 o 为 单 射 ; 
(3) 若 o 既是 单 射 又 是 满 射 , 则 称 o 为 双 射 .此 时 我 们 称 4 与 B 一 一 对 应 ; 
(4) 集合 4 到 自身 的 映射 称 4 的 一 个 变换 . 同 理 ,变换 有 单 变 换 、 满 变换 和 一 一 变换 之 分 . 
例 4 设 S= 10,1,2},B= {a,bl,C= {a,b,cl,D = ta,b,c,d|. 令 
B:S— B,0F~ a,lFm b,2m™ a; 
yYy:S— C0” alhF b,2m c; 
:S$S— D,0~ a,lHF> b,2Ht Cc. 
则 8 是 满 射 ,不 是 单 射 ; 7y 是 双 射 ,6 是 单 射 ,不 是 满 射 . 
例 5 设 4 = 10,1,2…,B = 10,2,4,…|}, 则 o:nF>~2n 为 4 到 8 的 一 个 双 射 , 即 4 与 
B 一 一 对 应 . 
例 6 设 4 一 [0,2x),B 三 {(x,Yy) ERxR|x’ + y 三 1} , 则 
0:0H~(cosg,sing0) 
为 4 到 8B 的 一 个 双 射 . 
例 7 集合 4 的 一 一 变换 ba: :ar a 称 4 hi 


“3 ”映射 的 复合 
定义 ”给 定 两 个 映射 a:4 一 B 和 B: 8 一 C, 则 对 应 
pr:4 一 CahH~ Bla(a)) 
为 4 到 C 的 映射 , 称 其 为 a 与 8 的 复合 (映射 ). 
例 8 设 4 = R,B = R ( 正 实 数 的 集合 ) . 令 
a:4 一 有 ,xzxhe3p:B 一 4,7yhF ny， 
则 
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Br:A— A,xXt” ee’ In(e’*) = x, 
aB:B— B,ym lnyH~ ev = y, 
即 Bx 三 14 ,ap 一 | 
定理 ”映射 a:4 一 8 是 双 射 存在 映射 6:B 一 4 使 
a = ls, Pr = 1. 
证 明 (= 二) 由 于 a 是 满 射 ,又 是 单 射 ,因而 对 任意 bE€ 8B, 在 4 中 存在 唯一 一 个 元 素 a 使 
a(a) = 5b. 令 Bp:bH-~a, 即 
B(b) = a ala) = 2b, 
此 时 ,直接 验证 可 得 到 a8 = lp, = 14. 
(二 ) 对 任意 5 € B ,我们 有 (a8)(5) = 15(5)=a(B8(5)) = b, 这 说 明 a 是 满 射 ;又 
a(a1) = a(as) =>Bla(al)) = Bla(as))=(Ba)(a1) = (Ba)(a,) 
=—>14(a1) = 14( aa) 一 ai = 2C2， 


这 说 明 a 是 单 射 .总 之 ,a 是 双 射 . 
习题 1-1 


1. 若 4CB, 求 4nB,4UB. 

2. 试 证 有 理 数 集合 Q 与 整数 集合 也 一 一 对 应 . 

3. 试 建立 一 个 由 区 间 (0,1) 到 区 间 (- wm, + om ) 的 一 一 对 应 . 

4. 证 明 集 合 运算 律 :7 -(4UB) = (U-4)Nn (VvV-B)(4,B Cc UU). 
5. 若 集合 4 有 nn 个 不 同 的 元 素 ,证 明 4 有 2" 个 不 同 的 子 集 . 


1.2 ”代数 结构 


1 代数 运算 


我 们 知道 对 于 二 维 向 量 有 两 个 运算 ,一 个 是 数 乘 向 量 : 
‘ke(a,b) = (ka,kb); 
另 一 个 是 向 量 与 向 量 的 加 法 : 
(a,5) 四 (cd) = (at+c,b + d). 
事实 上 ,我 们 可 将 数 乘 向 量 视 为 一 个 由 R x R 到 R 的 映射 
o:(k,(a,b)) (ka, kb), 
只 要 将 。(k,(a,5)) 记 为 k。(a,5); 同 样 ,可 将 向 量 与 向 量 的 加 法 视 为 一 个 由 R xR 到 R 的 
映射 : 
DB:((a,b),(c,d)) (a + c,b + d), 
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只 要 将 @((a,b),(c,d)) 记 为 (a,6b6) 中 《cd). 

定义 (1) 我 们 称 映射 :4 x B 一 DD 为 4 x B 到 DD 的 一 个 代数 运算 .为 了 方便 ,我 们 用 
a。b 表示 。(a,b); 

(2) 由 4 x 4 到 4 的 一 个 代数 运算 。 称 为 4 上 的 一 个 二 元 运算 ,此 时 我 们 说 (4,。) 是 一 个 
代数 结构 . 


例 1 令 。:(m， NP , 则 。 为 由 ZZxZ* 到 Q 的 一 个 代数 运算 ,也 就 是 普通 的 整数 除法 . 


例 2 @:(m,n)Fm ~ m+tn 为 ZZ 上 的 一 个 二 元 运算 ,也 就 是 普通 的 整数 加 法 . 
例 3 若 p(4) = 1B1B C 4}, 则 集合 的 并 (U) 和 交 ( 门 ) 为 p(4) 上 的 两 个 二 元 运算 . 


2 运算 表 


当 4 = lal,…,a,.1,B = 1 0 为 有 限 集 时 , 知 为 4 xX B 到 D 的 代数 运算 , a ° b; 
= ds € 也 ,我们 可 用 下 表 表示 这 个 代数 运算 : 


例 4 4 = {1N,Y|. 在 A 上 如 下 定义 两 个 二 元 运算 @@ 和 @: 
Y@Y -= Y,Y@®N = N,N@Y= N,N@N = N; 
Y@Y= YY@N= N,N@Y= N,N@N = N; 


它们 用 运算 表 表 示 如 下 : 
a N Y 
NIN Y 
Y | 了 


例 5 令 si = cos 乞 + isin 持 ,6， = ez ,Us = {1,ei,ez|, 则 对 于 复数 的 乘法 构成 一 个 


代数 结构 ,其 运算 表 如 下 : 
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习题 1 -2 


1. 设 4 = {a,b,c} ,规定 4 的 两 个 不 同 的 二 元 运算 . 

2.U = {z € Clz = 1), 写 出 代数 结构 (Us,…) 的 乘法 表 , 这 里 运算 是 复数 的 乘法 . 

3.4 = la,0|, 写 出 代数 结构 (p(4), U) 和 (p(4), 门 ) 的 运算 表 . 

4.4 = 10,1,2| .对 任意 a,b E 4, 定义 a @ 5 为 a + 5 被 3 除 得 到 的 余数 ; 定义 a@ 5 
为 a.。b 被 3 除 得 到 的 余数 . 写 出 代数 结构 (4, @) 和 (4, 多) 的 运算 表 . 


1.3 运 算 律 


由 上 一 节 我 们 看 到 ,定义 一 个 代数 结构 是 很 容易 的 ,代数 运算 也 是 多 种 多 样 的 ,但 不 是 任 
何 一 个 都 是 很 有 意义 的 .我 们 仅 对 一 些 有 意义 的 代数 结构 感 兴 趣 , 这 首先 要 求 其 运算 满足 一 些 
重要 的 运算 律 ,如 结合 律 .交换 律 和 分 配 律 . 


1 结合 


定义 ”〈4,。) 为 一 个 代数 结构 ,我 们 称 运算 。 满 足 结合 律 ,假若 对 于 任何 a,5,c € 4, 都 
有 (cop)esc=a。(D。c)， 
例如 ,(C, +),(C,.) 都 满足 结合 律 ,但 (C,，- ) 不 满足 结合 
对 于 代数 结构 (4,。) 中 的 元 素 a ,a,,…, au ,通过 加 括号 可 使 ci。a。…。a, 有 意义 ,但 
从 表面 上 看 ,不同 的 方式 得 到 的 运算 结果 可 能 是 4 中 不 同 的 元 素 .但 是 下 面 的 定理 告诉 我 们 ， 
对 于 满足 结合 律 的 运算 不 会 发 生 这 种 现象 , 即 a,。a,。… 。a, 是 有 意义 的 . 
定理 1 大 代数 结构 (A,。) 满足 结合 律 , 则 对 4 中 任何 n(n > 3) 个 元 素 .al , a, ,…, a,， 
以 任何 方式 加 插 号 得 到 的 有 意义 的 结果 都 相等 . : 
证 明 ”首先 ,对 于 4 中 的 元 素 ,我 们 归纳 定义 一 个 标准 乘积 : 


由 oa = ai ， 由 a = Cl。 a [To = (I a) °° a,. 
现在 我 们 用 x(a 。a 。… 。a ) 表示 a,。a,。…。a, 通过 加 括号 得 到 的 一 个 有 意义 的 结 


果 . 下 面 我 们 对 元 素 的 个 数 用 归纳 法 证 明 此 定理 . 
(1) 当 元 素 的 个 数 是 3 时 ,由 结合 律 的 定义 知 
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过 


TUCal。aa。03) = 下 二 
(2) 假设 元 素 的 个 数 小 于 n 时 结论 正确 , 则 乘积 都 等 于 标准 积 . 
(3) 由 归纳 假设 和 加 括号 的 运算 过 程 知 


二 (ITa) (Ta) 


i= m+t+l 


- (Te) :C(I a) + 
- [CTTo)， CHT a 
i (a): a= To (sme<n). 
由 归纳 原理 知 定理 命题 成 立 . 
2 交换 律 


定义 〈4,。) 为 一 个 代数 结构 ,我 们 称 运 算 。 满 足 交 换 律 , 即 假若 对 于 任何 a,5 € 4 ,都 


有 有 ab=boa. 


例如 ,(C, +),(C,…) 都 满足 交换 律 ,但 (C，-) 不 满足 交换 律 . 
定理 2 ”者 代数 结构 满 (4,。) 足 结合 律 和 交换 律 , 则 对 4 中 任何 n(n > 2) 个 元 素 al , az， 


… ,ga ;a1。 gs。*…。ga, 中 的 元 素 可 以 任意 调换 (结果 不 变 ). 


此 定理 的 证 明 与 上 述 定理 的 证 明 类 似 , 留 作 练 习 . 
3 分 配 律 
许多 有 意义 的 代数 结构 上 有 两 个 代数 运算 ,而 且 它 们 是 有 机 结合 的 ,一 个 运算 对 另 一 个 有 


分 配 律 就 是 一 种 重要 的 结合 .以 下 ,我们 假设 @ 是 B x 4 到 4 的 运算 , 9 是 4 上 的 二 元 运算 . 


定义 ”我们 称 @ 对 @ 满足 左 分 配 律 , 假 若 对 于 任何 b € B,ai,a, € 4, 都 有 
blaBa) = (ba) Bb® a). 

同样 我 们 可 定义 @ 对 @ 满足 右 分 配 律 . 

例如 , 数 乘 向 量 满足 左 分 配 律 ; 数 的 乘法 对 加 法 满足 左 分 配 律 和 右 分 配 律 ,而 数 的 减法 对 


加 法 不 满足 左 分 配 律 和 右 分 配 律 . 


由 归纳 法 我 们 可 以 很 容易 证 明 如 下 定理 . 
定理 3 ” 若 四 满足 结合 律 ,而 且 对 @@ 满 足 左 分 配 律 , 则 对 于 任何 bE€ B,ai,as,…,a, EA 


我 们 有 


bB(aBuB DY)= (Ba) BI) BBLb® oa). 
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习题 1-3 


1.(R”,，:) 满足 结合 律 吗 ? 
2. 对 任意 c,8 E 及 ,定义 ca。 = a + 24b,(R,。) 满足 结合 律 吗 ? 
3. 在 你 已 知 的 非 数 的 运算 中 找 出 一 个 不 满足 结合 律 ,也 不 满足 交换 律 的 运算 
4. 设 四 满足 结合 律 , 昌 @ 对 满足 左 分 配 律 和 右 分 配 律 , 证 明 
(a ® b1) DB (a ® b) DB (a ® b1) DB (a ® b,) 
= (a ®b) D(a ®b) D(a ®b) D(a ® 6b,) 


1.4 同 态 与 同 构 
在 代数 学 中 ,我 们 主要 关心 的 是 代数 结构 的 抽象 运算 , 而 元 素 用 什么 表示 ,运算 用 何 符号 


无 关 紧 要 ,因此 我 们 就 要 建立 两 个 代数 结构 的 比较 方法 . 我 们 观察 两 个 极其 简单 的 代数 结构 
(4,.) 与 (B,@),4 = 1N, 了 7),B = 10,11 ,运算 由 下 表 定 义 : : 


®10 1 
0|0 0 
1 10 1 


我 们 自然 会 说 (4, .) 与 (B, @) 本 质 上 没有 什么 不 同 , 我 们 是 靠 直 观 做 出 判断 的 .但 当代 数 结 
构 很 复杂 时 , 如 何 做 出 这 样 的 判断 ? 另 一 方面 , 当 两 个 代数 结构 不 完全 相同 时 ,我 们 如 何 探讨 
它们 某 个 侧面 的 相同 性 ? 同 态 与 同 构 就 是 我 们 将 采取 的 有 效 手段 . 

定义 ” 设 (4,。),(4,=) 为 代数 结构 ,o 为 4 到 4 的 映射 . 

(1) 若 对 于 任何 a,5 € 4, 有 (ce。8) = co(a)。o(58), 则 我 们 说 o 是 4 到 4 的 同 态 ; 

(2) 若 o 是 单 射 同 态 ,我 们 称 o 为 单 同 态 ; 

(3) 若 c 是 满 射 同 态 ,我 们 称 o 为 满 同 态 , 称 4 与 4 同 态 , 记 为 4 > 4; 

(4) 车 是 双 射 同 态 ,我 们 称 o 为 同 构 ,并 称 4 与 4 同 构 , 记 为 4 = 4. 

(5) 若 cc 是 4 到 4 自身 的 同 态 ( 同 构 ) ,我 们 称 c 为 4 的 自 同 态 ( 同 构 ). 

例 1 对 于 本 节 开头 的 两 个 代数 结构 (4,-) 与 (8B, @) ,定义 

. o:NF”>0,Ym” 1, 

则 o 为 4 到 8B 的 同 构 . 

例 2 对 于 (Z, +) 和 (U3, '),o:nm~ ei 为 Z 到 Us 的 满 同 态 . 

例 3 若 令 oc:zH> z, 这 里 z 为 复数 z 的 共 罗 , 则 o 为 双 射 是 明显 的 , 叉 


ol(z 十 22 ) 二 21 十 22 二 Z1 十 Z2 三 o(21) + o(z,), 


ol Zz1 、 2z2 ) = 2Z1° 2 = 21° 22 = o(z1) . o(z,), 
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故 o 为 (C,-) 和 (C, +) 的 自 同 构 . 

例 4 _c:xF= es 为 代数 结构 (R, +) 到 (R* ,:) 的 同 构 . 事 实 上 ,o 为 双 射 是 明显 的 , 且 

0(xi + X22) = eat = ee? = o(x1) * o(x,). 

定理 假设 (4,。) > (4,=), 则 我 们 有 下 列 结论 : 

(1) 若 (4,。) 满足 结合 律 , 则 (4 ,。) 也 满足 结合 律 ; 

(2) 若 (4,。) 满足 交换 律 , 则 (4 ,。) 也 满足 交换 律 . 

证 明 “我 们 仅 证 (1) . 设 o 为 4 到 4 的 满 同 态 . 任 取 5,5,c € 4, 由 于 o 为 满 同 态 , 故 存在 
a,b,c Eh 使 s(a) = a,o(b) = 6,o(c) = 5, 因 而 


(a ob) se = (o(a) oo(b)) co(c) = aka。 bsa(ce) = ol((@a° b)°。 ce) 
= o(a° (bo6e)) = o(a) (ao(b °c)) = ol(a) (a(b) oo(e)) 
= &°(b +6), 
即 (4,*) 满足 结合 律 . 


习题 -4 
1 .以 下 映射 是 不 是 代数 结构 (R,.) 的 自 同 态 ? 


(1)xH=|xl;i (2)x HF 2x; (3)xHF yi (4)xH 一 %. 
2. 证 明 (4,。) = (4,。). 

3. 若 (4, 。)>>(B,x*),(B,x) 三 (C,，), 证 明 (4,。) 二 (C,…). 
4.4 = |a,b,cj ,其 上 的 运算 由 下 表 定 义 : 


证 明 , (4,…) 满足 结合 律 , 且 与 1.2 例 5 中 的 (Us,:) 同 构 . 
5. 找 (Q, +) 的 一 个 非 恒 同 的 自 同 构 . 
6. 在 RR 上 定义 两 个 二 元 运算 田 , @ 使 得 , 
(R,@) = (C,+), (R, ®) = (C, *). 
7. 证 明 (Q, +) 不 与 (Q”" ,:) 同 构 . 


1.5 ”等 价 关 系 与 集合 的 分 类 


在 代数 学 中 除了 要 比较 两 个 代数 结构 , 当然 也 要 研究 一 个 代数 结构 自身 的 性 质 .但 有 时 
又 难以 以 结构 中 的 元 素 作为 对 象 直接 处 理 , 即 我 们 难以 得 到 此 结构 中 最 低层 的 性 质 .此 时 我 们 
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不 得 不 寻找 此 结构 中 上 层 的 性 质 .这 样 我 们 要 将 结构 (一 个 集合 ) 中 的 元 素 分 类 处 理 , 即将 一 
个 集合 分 割 成 互 不 相同 的 子 集 ,以 这 些 子 集 作为 一 个 新 的 代数 结构 中 的 对 象 来 处 理 . 将 一 个 集 
合 分 割 成 互 不 相同 的 子 集 又 与 此 集合 元 素 间 的 一 个 重要 关系 一 一 等 价 关系 相 呼 应 . 


1 等 价 关 系 


我 们 在 日 常生 活 中 常常 谈 到 各 种 各 样 的 关系 ,如 “父子 关系 ”、“ 同 事 关 系 ” 和 “同学 关系 ” 
等 .但 这 些 关系 如 何 用 数学 语言 描述 呢 ?我 们 以 “同班 同学 关系 ”为 例 来 看 . 若 S 表示 某 大 学 的 
全 部 学 生 , 令 R = {(s1,s,) € S x S1s,s, 在 同一 个 班级 中 } , 则 s 与 。 有 同班 同学 关系 就 相 
当 于 (si , ss) 筷 R. 

定义 ”4 x 4 上 的 任何 一 个 非 空 子 集 R 称 4 上 的 一 个 关系 .车 (a,5) € ,我 们 称 a 与 5 
有 R ee aRb. 

个 集合 会 有 许 许多 多 的 关系 ,但 在 代数 学 中 我 们 最 关心 的 是 ' 等 价 关 系 ” 和 “ 偏 序 关 

系 ” 本 章 中 我 们 仅 讨论 前 者 

定义 ” 令 ~ 是 集合 上 的 一 个 关系 . 若 ~ 满足 下 列 三 条 ,我 们 则 称 ~ 为 4 上 的 一 个 等 价 
关系 : | 
( 工 ) 反 身 性 :a € A 二 a ~ ai 
( 工 ) 对 称 性 ;ga ~ 18 ~ a; 
( 焉 ) 传递 性 :a ~ 5,5 ~ co=a ~ ec. 
吞 a ~ 5, 我 们 说 a 与 5 等 价 . 
例 1 “等 于 ”关系 是 等 价 关 系 . 
例 2 若 ~ 为 “同班 同学 关系 ”, 则 ~ 是 一 个 学 校 全 体 学 生 之 集 的 等 价 关 系 . 


2 集合 的 分 类 


我 们 可 以 将 一 个 学 校 的 全 体 学 生 按 班级 分 类 ， 即 两 个 学 生 在 同一 个 班 中 等 同 于 这 两 个 学 


生 有 同班 同学 关系 . 
es p(4) 的 子 集 IH = {4 c Ali€En 称 集合 A 的 一 个 分 类 ， 假若 4 中 每 一 个 元 素 属 


只 属于 4; 之 一 , 即 下 面 两 项 同时 成 立 : 
0 = UAi; 
(2) 对 任何 i,j€ 1, 有 4; 门 4 = 名 或 4; = 4. 
例如 ,一 个 学 校 的 全 体 班 级 是 学 校 全 体 学 生 的 一 个 分 类 , 每 个 学 生 必 在 一 个 班级 中 , 且 仅 


在 一 个 班级 中 . 
定理 ”集合 4 的 一 个 分 类 决定 4 的 元 素 间 的 一 个 等 价 关系 es 4 的 元 素 间 的 一 个 等 价 


关系 也 决定 4 的 一 个 分 类 . 
证 明 设 卫 = hc Ali G11 RA 4 一 人 着 多 4 上 的 关系 >， 
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a ~ boa,b E Ah,( 对 某 个 i € 7. 

我 们 说 ~ 是 4 上 的 等 价 关 系 . 事实 上 ， 

(TI)aE4 = Uh:=4,0 € 4 一 a ~ a; 

(IT)a ~ ba,b € 4 一 ba € A-»b ~ a; 

([)a ~ bb ~ coa,b E Ab cE ASLbEA (A Oa Eh = Aa ~ cc. 

反之 , 设 ~ 是 4 上 的 等 价 关 系 .我 们 称 4 的 子 集 az = 15 € 41b ~ aj 为 a 所 代表 的 等 价 
类 .我 们 说 也 = iala € 4h} 是 4 的 分 类 . 

等 价 类 的 基本 性 质 : 

(l)a€a; 

(2)a ~ boa €b; 

(3)a ~ pp €E a; 

(4)a ~ boa = 2b. 

证 明 (1),(2),(3) 明显 成 立 . 我 们 仅 证 明 (4). 

事实 上 ,a = baEa-s= b 二 a ~ b .反之 , 设 a ~ b .此 时 ， 

cEasc~ daa ~ 一 ec ~ bc E boadcb; 

再 由 对 称 性 ,5 c a .因此 ,a ~ b=>a = 5b. 

现在 ,我 们 推 得 : 

(1)a € 4 一 aa ~ a=a € 5 一 4 = Wa; 

(ID)5P 2 zz 多 一 存在 cE a,boc ~ asc ~ boa ~ cc ~ boa ~ bd = b，, 
这 就 证 明了 了 = {zla € 4 是 4 的 分 类 . 

若 ~ 是 4 上 的 等 价 关系 ,我 们 将 它 如 上 决定 的 分 类 |zla € 4} 记 为 4/ ~ , 称 为 4 的 等 价 
类 集合 .请 记 住 4/ ~ cc p(4). 


3 ”整数 的 同 余 关系 与 同 余 类 


现在 我 们 介绍 在 代数 学 中 重要 的 整数 同 余 关系 与 同 余 类 . 
同 余 关系 :n 为 一 个 取 定 的 正 整数 .对 于 任何 a,5 € Z, 我 们 在 Z 上 定义 模 n 的 同 余 关系 ~ : 
a ~ bon|(a - b). 
评注 :(1) 这 里 ,pjg 表示 p 整除 g;n| (a -5) 等 同 于 a,b 被 n 除 时 ,余数 相同 , 即 “a 与 6 
模 n 同 余 ”;a 与 5 模 n 同 余 的 通用 写法 为 同 余 式 c = b(modn); 
(2) 容易 证 明 同 余 式 有 下 列 性 质 : 
Da = a(modn); 
Da = b(modn)=b = a(modn); 
a = b,b = c(modn)—a = c(modn); 
@Qa= b,c= d(modn)—»>a+c=b+d, 
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ac = bd(modn). 
上 述 的 ( ~ 名 说 明 同 余 关系 是 整数 集 上 的 等 价 关 系 . 
同 余 类 : 同 余 关系 决定 的 等 价 类 称 同 余 类 .由 于 任何 一 个 整数 被 n(n > 0) 除 ,余数 可 取 为 
0,1,2,…,n -1 之 一 ,因而 模 n 的 一 切 同 余 类 集合 为 
Z, = {0,1,2,.…,n -1}. 
同 余 类 的 加 法 和 乘法 ;在 Z, 上, 我们 定义 一 个 加 法 + 和 一 个 乘法 。: 
+:(a,0) Fa+b,APatrb = a+b; 
oa,0)F>ab,Bab = ab. 
评注 :在 代数 中 我 们 经 常 要 在 一 个 等 价 类 集合 上 定义 新 的 运算 ,通过 等 价 类 来 定义 一 个 二 
元 运算 时 ,必须 证 实 被 运算 的 两 个 等 价 类 与 其 代表 的 选取 无 关 . 
在 此 我 们 必须 说 明 + ,。 是 由 Z, x Z, 到 Z, 的 映射 , 即 下 面 推理 应 成 立 : 
(a,b) = (zz,d) 一 aa+p5= e+d， .b=ec*d. 
由 于 (a&,5) = (c,d) 相当 于 a = :5,6 = d; 但 当 a@ = er 
上 述 推理 不 是 自然 成 立 的 .不 过 
a Cc,b= d(modn)=yatb=c+d, a.:b = ¢c* d(modn) 
说 明了 上 述 推理 成 立 . 总 之 ,以 上 两 个 运算 是 合法 的 .很 显然 ,(Z, ,+),(Z,,。) 满足 结合 律 和 
交换 律 ,而 且 乘 法 。 对 加 法 + 满足 左 分 配 律 和 右 分 配 律 . 


4 同 态 基本 定理 


定理 ” 设 o 为 (4,。) 到 (B,:) 的 满 同 态 . 
(1) 令 


al ~ daCal) = ol(as)(a1,as € 4)， 
则 ~ 为 4 上 的 等 价 关 系 ; 
(2) 对 任意 a ,a5, E 4/ ~ ,定义 
G1 °d2 = Qa1° Q2, 
则 (4/ ~ ,。) 也 是 一 个 代数 结构 ，; 
(3) 令 :4/ ~ 一 B,aF> ol(a), 则 a 是 同 构 , 即 4/ ~ == 有. 
证 明 ~ 为 上 4 的 等 价 关系 是 明显 的 .由 于 
a= b,c = d=o(a) = o(b),o(e) = old) 
一 aa) .ac) = ab) old) 
ol(a°° ec)=o(bo。o dd) 
—» a°°*c= be°*d, 
故 (4/ ~ ,。) 为 代数 结构 ， 
由 于 a = zc(al) = ol(as), 这 不 仅 说 明了 6 是 映射 ,也 说 明了 6 是 单 射 ,5 明显 是 满 
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射 . 于 是 ,5 为 双 射 ; 而 
g(a6b) = 6(a°°b)= o(a°°b)= o(a):o(b) 
= 6(a) . 6(6b) 

又 说 明 5 为 同 态 .因此 ,5 为 同 构 . 

例 1 实数 集 R 上 的 一 切 2 阶 方 阵 之 集 MW,(R) 对 矩阵 的 乘法 构成 一 个 代数 结构 (M,(R),…). 
令 o:4F=14|, 则 ce 为 (M(R)，.) 到 (及 ,，.) 的 满 同 态 ,| 4B| = |41|. 1B1. 由 上 述 定 理 

A ~ BolA|= | 了 

为 M,(R) 上 的 等 价 关系 . 我 们 容易 看 到 


M,(R)/ ~ = [ [中 ea 
运算 [ 直到。 |] -| [* 9 之 下 M,(R)/ ~ 为 一 个 代数 结构 , 且 其 同 构 于 (及 ，. ) 


习题 工 - S 


1.R 上 的 关系 > ，> 是 不 是 等 价 关 系 ? 

2. 当 a 之 bb 时 ,a 头 5 是否 成 立 ? 

3. 在 R* 上 定义 a ~ ba, 的 符号 相同 ,此 关系 是 等 价 关 系 吗 ?若是 , 写 出 等 价 类 集合 R / ~ . 

4, 证 明 , 若 a = bc 三 d(modn), 则 

a+c=6b+d,ac = bd(modn). 

5. 比 较 ( 乙 ,。) 和 (Zs ,。) 的 乘法 表 , 你 能 发 现 什 么 ? 

6. 对 于 (Z, ,+),(Z,,。), 求证 乘法 。 对 加 法 + 满足 左 分 配 律 和 右 分 配 律 . 

7. 证 明 , 矩阵 的 等 价 是 M,,, (R) 上 的 等 价 关 系 . 对 于 此 等 价 关 系 , Mu。(R) 有 和 多少 个 等 
价 类 . 


第 1 章 基本 概念 
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第 2 章 和 群 论 


有 前 一 章 的 准备 ,我 们 现在 来 讨论 群 这 个 代数 结构 . 群 只 有 一 个 二 元 运算 ,因而 我 们 不 再 
用 c。8 ,而 将 其 简写 为 a6 , 称 其 为 a 与 2 的 乘积 .现在 我 们 来 定义 群 . 


2.1 群 的 定义 


1 群 的 定义 


为 后 续 之 便 ,我 们 先 定义 半 群 . 

定义 ”者 代数 结构 (C,。) 满足 结合 律 ,我 们 称 其 为 半 群 . 

例 1 对 于 任何 集合 了,(p(X), U) 和 (PC(E)， 门 ) 为 含 么 半 群 .前 者 以 人 为 么 : 
CU4=4UO=4 (4E p(X)); 

后 者 以 于 为 义 : 

XMMA=4NX=A4 (AE p(X)). 

定义 ”我 们 称 半 群 (C,。) 为 群 ,假若 它 再 满足 下 列 条 件 : 

( 工 )C 中 有 单位 元 e: ae = ea = a(a 多 G); 

(I)CG 中 每 个 元 a 都 有 逆 元 a™: aa = a a = e. 

若 群 G 满足 交换 律 ,我们 称 其 为 交换 群 . 

例 2 若 G = ej, 定义 ee = e, 则 G 对 于 这 个 乘法 来 说 构成 一 个 群 .这 是 最 简单 的 群 一 一 


单元 群 . 

例 3 (ZzZ, +) 是 交换 群 . 这 里 普通 的 加 法 就 是 群 中 的 乘法 .此 群 中 的 单位 元 就 是 0,a 的 道 
元 是 - a. 

例 4 (Q* ,.) 是 群 ;(Z” ,.) 不 是 群 ,尽管 它 是 半 群 ,1 是 它 的 单位 元 ,但 除了 + 上 1 之 外 ,其 
它 元 没有 逆 元 . 


例 5 (2Z,, + ) 是 有 zz 个 元 的 交换 群 , 运算 为 a +5 = a +0. 在 第 一 章 中 我 们 已 证 实 这 个 
运算 是 合法 的 ,其 满足 结合 律 是 明显 的 . 它 的 单位 元 是 0,a 的 道 元 为 - a. 

例 6 nn 为 正 整 数 ,U = 1z €E Clz = 1} 为 n 次 单位 根 的 集合 .我 们 说 U, 对 复数 的 乘法 
构成 一 个 交换 群 . 复 数 乘 法 满足 结合 律 ,两 个 单位 根 的 乘积 还 是 单位 根 ;1 是 单位 元 ;z 的 逆 元 


是 z 的 倒数 ,单位 根 的 逆 元 还 是 单位 根 .事实 上 ,此 群 有 n 个 元 素 ,车 e = cos 冬 + isin 全 


mn 
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则 也 = {1l,e,e’,…,e" |. 

例 7 令 GL,(R)(n > 1) 为 一 切实 可 道 m 阶 方 阵 之 集 , 由 线性 代数 的 知识 ,我 们 知道 它 对 
矩阵 的 乘法 构成 一 个 非 交 换 群 . 它 的 单位 元 就 是 n 阶 单位 阵 I; 41 = Ih《 = 4; 每 个 元 4 的 逆 
元 就 是 它 的 逆 阵 4"1: 44- = 4-4 = I. GL,(R) 称 为 n 次 一 般 线 性 群 . 

例 8 令 友 = {1(aia2…as)2|a1,a2,…,a = 0 或 1} 为 一 切 n 位 二 进位 数码 ,其 在 异 或 
运算 外 下 为 群 : 

(a1 4a2°*" a; )2 DD (bi b,*…b, ), = (cic2°"* Cs )2， 
c = ai + b,(mod2); 
@ 为 殉 上 的 运算 明显 ;其 结合 律 等 同 于 (ZZ , + ) 的 结合 律 ;(00…0), 为 单位 元 ; 每 个 元 明显 都 
有 逆 元 .此 群 称 为 二 进位 数码 词 群 . 

由 上 述 各 例 我 们 看 到 群 是 极其 广泛 的 ， 它们 不 仅 在 数学 的 许多 分 支 ， 而 且 在 物理 ,化 学 , 计 
算 机 等 许多 学 科 也 有 广泛 的 应 用 ， 

定理 1 若 6 是 群 , 则 我 们 有 如 下 结论: 

(1) 单位 元 唯一 ; 

(2) 消去 律 成 立 : 

ab = ac 一 b = c( 左 消去 律 ) 
ba = ca 二 b = c( 右 消去 律 ) 

(3) 每 个 元 的 逆 元 唯一 ; 

(4)(a  )™ = ai 

(5)(ab)™” = bila”™. 

证 明 (1) 令 ee 和 e’ 都 是 单位 元 , 则 e = ee 

(2)ab = acoa (ab) = al'(ac)—(a oa)b 
同 理 可 证 右 消 去 律 ; 

(3) al ,aa 都 是 a 的 逆 元 , 则 CI1C = a2a( 三 e) 一 ai = Q23 

(4) 明显 成 立 ; 

(5)(ab)(b ia!) = a(bbl)a’! = aa = es(ab) = 6b a . 

定理 2 设 6G 是 半 群 , 则 G 是 群 cs、 下面 (A),(B) 两 条 成 立 : 

(A)G 中 有 左 单 位 元 e: ea = a(a € CI)i 

(B)G 中 每 个 元 a 都 有 左 逆 元 a”: a ”a = e. 

证 明 “一 ) 明显 成 立 . 

(< 二) 此 时 我 们 只 要 证 明 (T) , (1) 成立. 首先 我 们 证 实 ( 了 I) . 任 取 acE G6, 由 (B) 知 ,a”a = e. 为 
证 aa- = e, 我 们 先 令 aa” = ,再 证 c = e: 


cc = (aa-l(aa-) = a(aria)a = a(eae- ) = aa” = c， 


es 


(a'a)coeb = ec 一 = ci; 


ce = cc (ec) = c lcs(e ec)e = eec = er = e. 
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于 是 ,aa” = e, 即 左 逆 元 也 是 逆 元 ,( 工 ) 成 立 . 再 由 
ae = a(a a) = (aa )a = ea = a， 


我 们 知 左 单位 元 也 是 单位 元 , 即 ( 工 ) 成 立 . 


2 和 群 的 阶 和 元 的 阶 
笑 运 算 : 若 a 是 群 6 的 元 ,我 们 约定 a 的 宕 运算 如 下 : 
(l)a” = ea = a,a = aa as = oa …; 


(2) 阁 n 是 正 整 数 ,a = (a 1)"* = (办 ) 一; 
在 上 述 约定 下 ,对 任何 m,n € Z, 我 们 有 


aran = Cn (a”)” = a™. 

加 群 : 若 G 为 交换 群 , 当 我 们 用 + 号 表示 它 的 运算 时 , 称 它 为 加 群 .在 加 群 中 ,用 0 表示 单 
位 元 ,改称 它 为 零 元 ;用 - a 表示 a 的 逆 元 ,并 改称 它 为 a 的 负 元 ;用 ma 表示 a 的 m 次 本 . 

定义 ” (1) 若 群 中 元 的 个 数 有 限 , 称 其 为 有 限 群 ;否则 称 其 为 无 限 群 .有 限 群 G 中 元 的 个 
数 称 为 此 群 的 阶 , 用 | G | 表示; 

(2)a 为 群 G 的 元 .和 若 存 在 一 个 使 o = e 成 立 的 最 小 正 整 数 n ,我 们 称 此 数 为 a 的 阶 , 记 为 
0( 9) ;否则 称 a 是 无 限 阶 的 . 

评注 :(1) 在 群 中 , 单位 元 的 阶 为 1. 
(2) 由 于 a ”= (ec )"” = (a")"", 因而 a =e 与 (a™”)” = 。 同时 成 立 ， 从 而 o(a) = ol(a ). 
例 9 在 3 阶 群 中 VU， = |1， a 中 o(1) = 1,0(e1) = 3， oe2) = 3, 这 里 


27 ph 47n 
el = cos 3 + 1simn 一 3 ,62 = COS 3 + lsin 一 3 


例 10 在 4 阶 加 群 Z = {0,1,2,3} 中 ,o(0) = 1,o(1) = 4,o(2) = 2,o(3) = 4. 
例 11 若 p 为 素数 ,求证 加 群 Z = 10,1,…,p - 1) 中 除 0 外 ,其 它 元 素 的 阶 都 为 p. 
证 明 ”首先 , 当 0 <k<p,0<1l<p 时 ， 


= I 一- 
pk = k++tk= lk 0. 
总 之 , p 是 使 成 = 0 的 最 小 正 整 数 , 故 o(k) = Pp: 
习题 2-1 
1. 集 合 4 = {1,2} 上 的 一 切 变 换 ZT, 在 映射 的 复合 运算 下 是 含 么 半 群 吗 ? 它 是 群 吗 ? 
2. 若 群 G 中 的 每 个 元 都 满足 方程 v = e ,那么 G 是 交换 群 . 


3. 在 一 个 有 限 群 中 , 阶 大 于 2 的 元 的 个 数 一 定 是 偶数 . 
4. 若 | G| = 2k, 则 群 6 中 阶 是 2 的 元 的 个 数 一 定 是 奇数 ， 
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5. 有 限 群 的 每 个 元 的 阶 都 有 限 . 

6. 找 出 加 群 Z 中 每 个 元 的 阶 . 

7. 在 群 G 中 ,元 a 的 阶 为 nesa” = el(n >1), 且 当 o = e(m>>1) 时 ,有 mm. 

8. 令 C = Z x 世 , 对 任何 (a,5),(e,d) EC, 定义 

(a,b)+(c,d)= (a+c,b +d). 

证 明 ( G, +) 为 加 群 . 它 的 零 元 是 什么 ?此 群 是 有 限 群 吗 ? 此 群 中 有 有 限 阶 且 不 是 零 元 的 元 吗 ? 
此 群 中 有 阶 无 限 的 元 吗 ? 

9. 设 C 是 半 群 .证 明 , C 是 群 下 面 (C) 成 立 : 

(C) 对 任何 ae,5 E C, 方 程 ax = b,ya = b 在 G 中 有 人 解 .* 

10. 若 半 群 G 中 元 素 的 个 数 有 限 , 且 左 消去 律 和 右 消去 律 成 立 , 则 C 是 群 .* 


2.2 ” 群 的 同 态 与 变换 群 


1 和 群 的 同 态 


群 作 为 一 种 特殊 的 代数 结构 ,其 同 态 也 有 其 特殊 性 . 
定理 1 设 o 是 群 G 到 群 G' 的 同 态 (不 必 为 满 同 态 ), 则 我 们 有 下 列 结论 : 
(1) 车。 是 G6 的 单位 元 , 则 o(e) 是 6G' 的 单位 元 ; 
(2) 对 任何 a € G, 在 CG' 中 o(a7') 为 ol(a) 的 逆 元 , 即 有 
o(a'') = o(a) . 
证 明 ” (1) 设 e' 为 G' 的 单位 元 , 则 
o(e)o(e) = o(ee) = ol(e)e’, 
再 由 左 消去 律 ,我 们 得 到 c(e) = e . 
(2) 由 于 
ra-l)o(a) = c(a -na) = ole), 
ro(a)c(a-) = ao(aa  ) = ake)， 
故 c(a”) 是 c(a) 的 逆 元 . 
定义 ” 若 o:G 一 0' 为 群 同 态 ,e' 为 CG' 的 单位 元 , 我 们 称 
kerg =o (ee)= {a€ Glo(a) = e| 
为 同 态 o 的 核 . 
定理 2 若 o:G 一 6' 为 群 同 态 , 则 o 为 单 同 态 eykero = jej. 
证 明 ” (二) 令 o 为 单 同 态 . 此 时 , 任 取 a € kerc ,由 定理 1 我 们 有 ol(a) = e” = Eo 再 
由 o 的 单 性 ,有 a = e, 即 kerc = {el. 
(一 ) 反之 , 令 kero = el. 我 们 有 


oc(a) = ab0) 一 ac(b)a(a) = e'so(lb la) = e/ 
~—»b a€E kerosb la = esa=0b 


即 c 为 单 同 态 . 
2 变换 群 


代数 学 的 本 质 是 抽象 的 , 但 我 们 不 是 为 了 抽象 而 抽象 .对 于 抽象 的 对 象 我 们 还 是 尽力 给 
它 一 个 具体 的 表示 ,这 是 现代 代数 学 的 很 重要 的 一 个 方面 .变换 群 就 是 群 的 一 种 具体 的 表示 . 
定理 3 集合 4 上 的 一 切 变 换 之 集 7, 对 于 映射 的 复合 构成 一 个 含 么 半 群 . 
评注 :由 于 变换 c:4 -> 4 为 一 一 变换 的 充 要 条 件 为 存在 8:4 一 4 使 得 a8 = ha = 1, 故 
4 的 知 二 变换 对 映射 的 复合 要 构成 群 , 则 此 群 必 含有 1 ,而 且 其 中 的 每 个 变换 必 为 一 一 变换 . 
定义 ”由 4 的 若干 (不 一 定 是 全 部 ) 一 一 变换 构成 的 群 称 为 4 的 (一 个 ) 变换 群 . 
定理 4 集合 4 上 的 一 切 一 一 变换 之 集 构成 4 的 一 个 变换 群 $, , 称 其 为 4 上 的 对 称 群 . 
例 2 4 = {1,2} 上 的 一 切 一 一 变换 为 
sR a A ee A ed 
S, = {a,B} 为 4 上 最 大 的 变换 群 . 
定理 5 任何 一 个 群 G 都 同 构 其 自身 的 一 个 变换 群 . 
证 明 ”我 们 先 造 出 这 个 变换 群 ,再 证 明 C 与 其 同 构 . 对 任何 g € G, 造 CG 上 的 左 平移 L 如 下 : 
Li:xhm gx(x € G). 
令 Lc = {Llg € cl, 则 它 是 与 G 同 构 (G 上) 的 变换 群 .由 
(LL,)(x) = L (L(x)) = L (hr) = g(hx) 
= (gh)(x) = Ly (%), 
我 们 得 到 下 面 的 结论 : 
(1) 运算 封闭 :LL = Ls € Lc. 
(2) 满足 结合 律 : (LL,) 工 = L (LL) 一 Lay. 
(3) 有 单位 元 L :LL = LL = 厂 . 
(4)L 有 逆 元 Li:LL = Lb- = 也 
令 o:g 线 ~ 工 , 则 oc 明显 是 由 G 到 的 满 射 .下 面 的 运算 说 明 o 是 单 射 和 同 态 , 进 而 ,是 同 构 : 
o(g8) = oh)=L = Lb(e) = L(e)=g = h, 
olgh) = Ls, = Ll, = o(g)o(h). 
上 述 定理 说 明 任 何 一 个 抽象 的 群 都 可 在 变换 群 中 找到 一 个 具体 的 实现 . 


习题 2-2 
1 .假设 群 G 与 群 G 同 态 , 同 态 为 o. 对 任意 a € CG,a 与 o(a) 的 阶 是 否 相 间 ? 
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2. 群 (已 ,+) 是 否 与 (Z ,+) 同 态 ? 

3. 群 (Z, +) 是 否 与 (Z,, +) 同 态 ? 

4.a,bEQ,az0, 令 1 :Xm ax + b(x € R). 证 明 , 一 
切 1,,; 之 集 工 是 及 的 一 个 变换 群 .此 群 是 交换 群 吗 ? 

5. 证 明 在 平面 内 环绕 一 个 定点 的 一 切 旋 转 构 成 此 平面 的 
一 个 变换 群 .此 群 是 交换 群 吗 ? 

6. 如 图 2 - 1, 令 尺 是 正三 角形 绕 中 心 0 逆 时 针 旋 转 120?， 
R? 是 正三 角形 绕 0 逆 时 针 旋 转 240°; T, 是 正三 角形 关于 对 称 
轴 的 翻转 , 7, 是 正三 角形 关于 对 称 轴 4 的 翻转 , 7 是 正三 
角形 关于 对 称 轴 4 的 翻转 .证 明 ,这 些 变换 加 上 恒 同 变换 1 构成 的 集合 D;( 有 6 个 元 ) 是 此 正三 
角形 的 一 个 变换 群 . 写 出 此 群 的 乘法 表 . 


2.3 置 换 群 


图 2-1 


1 置换 群 


有 限 集 的 变换 群 称 置换 群 ,在 代数 学 中 占有 很 重要 的 地 位 .这 不 仅 是 因为 每 个 有 限 群 都 
同 构 于 一 个 置换 群 , 而 且 在 历史 上 , 群 论 的 创始 人 , 法 国 天 才 少 年 数学 家 伽 罗 瓦 (Galois， 
1811 一 1832) 就 是 开创 性 地 研究 了 置换 群 ,从 而 证 明了 当 m” =S$ 时 ,一 元 n” 次 方程 不 能 用 根 式 解 
(没有 用 根 式 表 示 的 公式 解 ) 的 世纪 难题 .这 种 群 的 元 素 可 用 很 具体 的 符号 表示 ,运算 直观 . 
n 元 置换 :集合 11,2,3,… ,n| 的 一 一 变换 . 
n 元 置换 群 :若干 ”元 置换 构成 的 群 . 
n 次 对 称 群 5S, :一 切 n 元 置换 构成 的 群 . 
定理 1 5S, 的 阶 为 n!. 
我 们 将 n 元 置换 记 为 o:1 > 后 ,2HF> 上 ,… ,n> 记 为 
[人 2 a : "| 
Kk: kk 2 Ok, 
例 1 用 上 面 的 符号 ,S, 的 全 部 6 个 元 素 如 下 : 
1231I1231I1 2 3 
( 2 (i 3 3 2 小 
1 2 3\Y /1 2 3Y /1 2 3 
(, 1 J 3 ls 1 | 


我 们 将 看 到 ,6 阶 以 下 的 群 都 是 交换 群 . 5, 是 元 素 最 少 的 非 交换 群 . 例 如 ， 
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Wi 
Sl 
2 置换 的 循环 表示 


尽管 上 面 的 表示 很 直观 ,但 还 是 不 方便 .下 面 我 们 用 循环 来 表示 一 个 置换 . 

k— 循环 ; 告 置 换 0 和 Ss i i, 且 o 保持 其 它 的 nn 和 个 数字 不 动 ， 
我 们 称 o 为 一 个 k - 循环 ;我 们 将 它 记 为 (i 计 i… 记 ),( 记 i… 纹 i ) 等 . 

对 换 : 我 们 称 2 - 循环 为 对 换 . 

不 相交 循环 : 知 两 个 循环 中 没有 相同 的 数字 , 我 们 称 它 们 是 不 相交 的 .不 相交 的 两 个 循环 


的 乘积 明显 是 可 交换 的 . 
例 2 在 5S; 中 ， 
2 3 sD (1 2 4 3 $=-% 
1 2 345 1 2345 
. 3 1 4 引 - 4 上 | 2 3 = (4321); 
但 不 是 每 个 置换 都 是 循环 .例如 ， 
1 2 345 


不 是 循环 ,但 却 可 以 写成 不 相交 循环 的 乘积 . 
定理 2 ”任何 “元 置换 c 都 可 分 解 成 若干 个 不 相交 循环 的 乘积 . 若 要 求 1 到 nn 每 个 数字 在 
这 些 循 环 中 出 现 且 仅 出 现 一 次 , 且 不 记 次 序 , 则 这 种 分 解 是 唯一 的 . 
证 明 任 取 i GE 11,2,3，……m| .数字 列 
i (ib) ,0 (i), (i) 
中 必 有 重复 数字 . 设 第 一 个 与 前 面 重复 的 是 Co (ii ) .我 们 说 o( i ) > Ll * 事实 上 ,将 o"( i1) 
clii)0< 1 < 7, 则 ci) = 站 0< -7 < 这 同 天 (ii) 的 身份 矛盾 . 令 
is = ob) = (Ci)， 
则 
ol=( ba bi) | 
是 一 个 大 - 循环 .再 取 六 E 11,2,…,n| - 人， 去 ,同样 我 们 可 得 到 另 一 个 二 - 循环 
02 三 (j1j2***j), 
这 两 个 循环 明显 是 不 相交 的 .这 样 继续 下 去 ,直到 用 完 11,2,3,…,n| 中 的 每 个 数字 ,我 们 得 到 
一 串 不 相交 的 循环 cl ,o,,…,o, 且 1 到 nn 中 每 个 数字 出 现 且 仅 出 现在 这 些 循环 中 的 一 个 中 . 
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此 时 通过 检验 c 和 o10,…o。 在 每 个 数字 上 的 作用 ,我 们 知 
0 = 0102 In 。 
因为 不 相交 的 循环 可 交换 ,因而 不 记 次 序 后 ,分 解 唯一 . 
例 3 5S, 的 全 部 24 个 元 用 循环 表示 为 : 
(1); 
(12),(34), (13),(24),(14), (23); 
(123),(132), (134), (143), (124), (142), (234), (243); 
(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432); 
(12)(34),(13)(24),(14)(23). 


3 ”置换 的 奇偶 性 


由 于 每 个 循环 都 可 写成 若干 对 换 的 乘积 : 
(bi bi) 三 (ba)(ii) (li), (i) 二 (i7)(i)). 
例如 ,(1234) = (14)(13)(12),(1) = (12)(12) .再 由 上 述 定理 2, 我 们 得 知 每 个 置换 都 可 分 解 
成 若 于 个 对 换 的 乘积 ,尽管 这 种 分 解 不 是 唯一 的 ,例如 (1) = (12)(12) = (12)(12)(23)(23)， 
但 有 一 个 重要 的 不 变性 , 即 所 用 对 换 的 个 数 的 奇偶 性 不 变 . 
定理 3 每 个 置换 o 都 可 分 解 成 若干 对 换 的 乘积 , 且 所 用 对 换 的 个 数 的 奇偶 性 不 变 . 
证 明 ”首先 ,我 们 对 每 个 置换 标记 上 一 个 确定 的 自然 数 , 即 建立 一 个 由 5, 到 N 的 映射 A . 震 
z 0 = (i 六 
是 o 满足 定理 2 的 唯一 分 解 , 令 
A(o) = (rr-1)+(s-1)+.…+(u -1). 
我 们 将 证 明 , 对 于 任何 对 换 (ab) 必 有 
A(o(ab)) = A(o)+1. 
(la,b 出 现在 o 的 同一 个 循环 因子 (aci…esbd1*… di) 中 . 此 时 ， 由 公式 
(acl cabdi pp) 人 GD) 三 (adi'**di)( bei***c,), 
| 例如 , (123456) (14) = (156) (423)1 
知 A(c(ab)) = A(o) -1; 
(2)a,b 出 现在 o 的 不 同 的 两 个 循环 因子 (aci…e) 和 (Bbd1…d;) 中 .此 时 ,由 公式 
(acl eg ) (bd d;)(ab) a (adi***dibei'* ce )， 
{例如 , (123)(456)(14) = (156423)| 
知 A(c(ap)) = A(o) +1. 
现在 ,假设 e = (a161)(a25y)…(anb). 由 于 (ij) ”= (i), 故 olasb,)…(a2b2)(aibi) 
= (1) .重复 利用 A(o(a6b)) = A(c) + 1, 我 们 得 到 : 
A(c)+1+…+l= A(o(a,bn).(a2b,)(abi1)) 
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= A((1)) = 0(m 个 十 1)， 
这 说 明 m 与 A(o) 有 相同 的 奇偶 性 ,而 A(o) 由 so 唯一 决定 ,因而 定理 命题 成 立 . 
奇 置换 和 偶 置 换 : 若 o 能 分 解 成 奇数 个 对 换 的 乘积 ,我 们 称 其 为 奇 置换 ,否则 称 其 为 偶 置换 . 
例 4 当 n > 2 时 ,5S, 的 一 切 偶 置换 之 集 4, 构成 一 个 置换 群 , 这 由 下 面 的 四 项 可 以 看 出 ; 
(1) 侦 置 换 与 偶 置换 的 乘积 还 是 偶 置换 ; 
(2) 结合 律 是 天 然 的 ; 
(3)(1) = (12)(12) ,单位 元 是 偶 置换 ; 
(4) 偶 置 换 的 逆 元 还 是 偶 置 换 . 


我 们 称 此 群 为 n 次 交错 群 , 它 的 阶 为 却 n!. 历 史上 , 伽 罗 瓦 深入 地 研究 了 群 4 ,证 实 了 当 
n > 5 时 ,4, 有 一 种 特性 ,从 而 证 实 了 他 的 结论 (本 节 开头 所 述 ). 
习题 2-3 


1. 将 $, 中 的 元 分 解 成 不 相交 循环 的 乘积 ,并 写 出 $, 的 乘法 表 . 
2. 找 出 $; 中 与 (123) 交换 的 元 . 

3. 证 明 ( 袜 让) 《0 

4. 证 明 大 - 循环 的 阶 是 大 . 

5. 证 明 5, 的 元 都 可 写成 (12) ,(13) ,…,(1n) 中 若干 个 的 乘积 .* 


2.4 ”循环 群 和 两 面体 群 


上 两 节 告 诉 我 们 ,车 把 变换 群 完全 研究 清楚 , 那 就 等 于 把 一 切 群 都 研究 清楚 了 ;如 果 我 们 
把 置换 群 完 全 研究 清楚 了 ,也 就 把 一 切 有 限 群 研究 清楚 了 .但 事实 告诉 我 们 ,研究 变换 群 不 比 
直接 研究 抽象 群 容易 ,直接 方法 研究 抽象 群 还 是 非常 重要 的 . 

研究 群 的 最 终 目的 是 把 所 有 的 抽象 群 都 找 出 来 ,就 是 看 一 看 ,一 共有 多 少 个 互 不 同 构 的 
群 ,为 此 ,企图 一 下 子 把 所 有 的 群 都 找 出 来 几乎 是 不 可 能 的 .一 般 方 法 是 把 群 分 成 若干 类 , 比 
如 ,有 限 群 ,交换 群 等 ,然后 看 一 看 ,每 一 类 有 多 少 不 同 的 群 .不 过 ,到 现在 为 止 ,我 们 对 群 的 认 
识 还 很 有 限 ,完全 弄 清 楚 的 群 只 有 少数 几 类 .尽管 如 此 , 群 在 实践 上 和 理论 上 还 是 有 其 广泛 和 
重要 应 用 .在 本 节 中 ,我 们 介绍 两 类 应 用 最 广泛 的 群 一 一 循环 群 和 两 面体 群 . 


1 循环 群 


定义 ” 阁 群 6 中 的 每 个 元 都 是 某 个 固定 元 a 的 等 ,我 们 就 称 G 为 循环 群 , 称 a 为 它 的 生 
成 元 ,并 记 为 G = (a). 
例 1 整数 加 群 忆 是 无 限 循 环 群 .事实 上 , 若 m > 0, 有 
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m=1l+1+…+1L = ml] = (~ m)(- 1); 
m= -1+(-1)+" +(-1)=(-m)l= m(-1), 
0 = 01 = 0(- 1), 
故 Z = (1) = (- 1). 由 此 ,我 们 也 看 到 ,循环 群 的 生成 元 一 般 不 唯一 . 
例 2 Z 模 nm 的 同 余 类 加 群 忆 = 10,1,…,n -1} 是 有 限 循环 群 .由 于 大 = 11, 故 Z。 = 
(1) .事实 上 ,车 d 与 n 互 素 , 则 Zz = (d). 


例 3 nn 次 单位 根 的 乘法 群 0, 是 循环 群 . 事 实 上 , 行 e = er , 则 U, = (e). 

我 们 说 ,通过 循环 群 己 和民 , ,我 们 就 知道 了 一 切 循环 群 ， 因为 我 们 有 下 面 的 定理 . 
定理 ” 设 6 = (a) 为 循环 群 ,那么 我 们 有 如 下 结论 : 

(1) 若 a 的 阶 无 限 , 则 G = 2Z, 且 


GC = le,a':!,a* ,a ,|); 
(2) 若 a 的 阶 为 n, 则 G = ZZ,, 且 
C = {e,a',a’,…,a" |}. 


证 明 (1) 设 a 的 阶 无 限 . 此 时 ,我 们 断言 
a = a'sh = 上. 
车 = 大 ,自然 有 地 = .假若 a = a ,而 hh 壕 上 .不 妨 设 h > 上, 则 由 a = a 得 到 a = e 
这 同 a 的 阶 无 限 蔬 盾 . 这 样 ,o: a 一 上 是 6G 到 Zz 的 双 射 ;又 
raiar) = ofa")=h+k= o(a)+o(a), 
所 以 Gs=Z. 
(2) 设 a 的 阶 为 n. 此 时 ,我 们 有 
a = oron|(h- koh = k. 
事实 上 ， 
ni(hok)osh-k = ngh = 天 二 no = at = akta = a'(a')’ = a'; 
反之 , 令 1 -= m+r0<r<n. 行 
a = ae=o = ar = aa = 0， 
则 必 有 r = 0, 否则 将 有 一 个 比 n 小 的 正 整数 > 使 = e, 这 同 n 是 o 的 阶 矛 盾 .现在 , 令 
5:a 上 ~ 大, 则 c 是 双 射 ;又 
(atak) = aq(aitt) = 不 + 天 = 下 + 并 = o(a)+o(a), 
所 以 6 = 2,. 
到 此 ， 我 们 就 彻底 掌握 了 一 切 循 环 群 在 代数 学 中 ,对 一 类 代数 结构 ,我 们 就 是 要 解决 它们 
的 存在 性 ,数量 问题 和 构造 问题 .如 果 我 们 能 得 到 循环 群 那样 的 结果 ,那么 我 们 的 目的 就 算 达 
到 了 . 


2 两 面体 群 
图 形 的 对 称 : 令 为 空间 (平面 或 立体 ) 图 形 . 由 下 到 屎 自身 的 保 距 双 射 c 称 此 图 形 的 对 称 
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(变换 ) , 即 c: 眉 一 下 为 双 射 , 且 对 任何 ce, E ,a 与 b 的 距离 等 于 o(a) 与 o(2b) 的 距离 . 
对 称 群 :空间 一 个 图 形 的 一 切 对 称 在 映射 的 复合 运算 下 构成 此 图 形 的 一 个 变换 群 ,我 们 称 
其 为 此 图 形 的 对 称 群 . 
例 4 写 出 长 宽 不 等 长 方形 对 称 群 的 运算 表 . 
解 ” 见 图 2 - 2, 长 方形 的 对 称 有 四 个 : 
恒 同 e; 
绕 x 轴 的 翻转 c; 
绕 y 轴 的 翻转 0; 
绕 中 心 O 旋转 180 的 ec 
此 群 K = {e,a,b,c| 的 运算 表 如 下 : 


此 群 称 为 Klein 四 元 群 , 它 为 交换 群 (见习 题 2 - 5 - 11). 

例 5 正 x 边 形 的 对 称 群 称 为 两 面体 群 , 记 为 D, .下 面 我 
们 讨论 D, 中 元 素 的 表示 . 

正 nn 边 形 的 对 称 分 两 类 : 绕 中 心 的 n 个 旋转 和 绕 n 个 对 


称 轴 180。 的 翻转 ,因而 D, 的 阶 为 2n. z 
如 图 2- 3, 令 是 以 0 为 心 ,在 平面 内 的 所 弧度 的 递 时 
针 方 向 旋转 ,出 
L "| 
~ \2 3 1/° 
o(r) = nn, 
且 nm 个 旋转 为 :e 二 六 ,7 天 Pr 令 上 为 绕 对 称 轴 mm 的 180。 翻转 , 则 
人 
:= (1 nS se 0 
n 个 翻转 为 :rm 关上 pt; 例如， 
n= | 2 3 … n-l | 
(2 1 nn . 4 3 


为 绕 对 称 轴 /,: 的 翻转 . 通过 计算 我 们 可 以 验证 ;rit = 1r"*( 为 方便 计算 ,最 好 用 乙 模 n 的 同 


近世 代数 基础 


高 等 学 校 数学 系列 教材 《8 


余 类 1,2,…, 表示 正 n 边 形 的 顶点 ). 总 之 ， 


D, 一 er 天 rt 
习题 2-4 


1 .证 明 循环 群 是 交换 群 . 
2. 设 CG = (a) 为 m 阶 循环 群 . 若 r 与 n 互 素 , 则 C = (a ). 


3. 若 ol(a) = nr > 0, 则 ol(a') = 了 ,这 里 d = (r,n). 
4. 设 G = 6, 且 G 是 循环 群 .证 明 C 也 是 循环 群 . 

5. 设 C 是 无 限 循环 群 ,C 是 任何 循环 群 .证 明 6 与 6 同 态 . 
6. 用 正三 角形 顶点 的 置换 表示 D, 的 元 素 , 并 证 明 D; = 5;. 
7. 用 例 4 的 符号 写 出 两 面体 群 D, 的 运算 表 . 


2.5 “ 子 群 与 子 群 的 陪 集 


在 群 论 中 ,如 循环 群 那样 彻底 解决 的 群 只 有 少数 几 种 .限于 本 课程 的 范围 ,我 们 不 再 一 一 
介绍 了 .我 们 还 是 要 介绍 研讨 抽象 群 的 一 般 方 法 ,如 利用 一 个 群 的 特殊 子 集 来 推测 整个 群 的 性 
质 . 子 群 和 正规 子 群 是 我 们 将 要 讨论 的 两 种 群 的 特殊 子 集 . 


1 子 群 


定义 “五 是 群 G 的 子 集 . 若 豆 对 于 6 的 乘法 也 构成 一 个 群 , 则 我 们 称 五 是 6 的 一 个 子 群 ， 
记 为 H < C. 

例 1 任何 一 个 群 G 至 少 有 两 个 平凡 子 群 , G 和 | e} 

用 定义 直接 判别 一 个 群 的 子 集 是 子 群 很 不 方便 ,下 面 我 们 给 出 更 好 的 方法 . 

定理 1 设 五 是 群 G 的 子 集 , 则 以 下 三 项 是 等 价 的 : 

(DH< GG; 

(2)a,b E HabEH; ce He! EH; 

(3)a,b € Hyab™" € H. 

证 了 明 (1) 二 (2) 明显 成 立 ; 

(2)=»(3) a,b €E Hab ET 一 op € HH; 

(3) 二 (1) 我 们 用 子 群 的 定义 来 证 明 H < C: 

acocEE-e=aa EH; 

De,a E Hwa!'!= ea E 万 ; 

(Qa,b EE Hoa,b” EE 万 一 ap = a(b 1') EH; 
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WH 上 自然 有 结合 律 . 
以 上 我 们 看 到 fH 对 于 G 的 乘法 封闭 .由 于 G 的 单位 元 e 在 五 中 ,只 要 及 运 算 封闭 ,e 自然 
是 H 的 单位 元 ;又 车 a € 五 , 则 它 在 G 中 的 道 元 a"! € 有 ,同样 ,只 要 五 运 算 封闭 ,a-! 自然 也 
是 a 在 HH 中 的 道 元 .总 之 ,H < G. 
例 2 6G = 5;,H = 1(1),(12)), 则 五 < G. 由 定理 1, 这 是 明显 的 . 
例 3 和 耕 c:C 一 6 为 群 同 态 , 则 ce 的 核 kerc 为 G 的 子 群 .事实 上 ， 
o(e) = e 一 ee E kerc 一 kera # O; 
a,b E kero =—»o(ab  ) = o(a)a(b) = ao(a)o(b)! = ee = e/ 
—»ab’! € kero. 


2 生成 子 群 


要 找 一 个 群 G 的 一 个 子 群 ,一 般 我 们 先 选 6 的 一 个 子 集 5, 如 S = {a,b} .当然 S 未 必 是 
子 群 ,但 我 们 可 试 着 将 其 扩大 成 一 个 子 群 ,扩大 成 G 当然 没意思 ,有 意思 的 是 我 们 要 做 最 小 的 
扩大 , 找 合 5 的 最 小 的 子 群 . 

定义 ”5 是 群 G 的 子 集 ,我 们 用 (3$) 表示 C 中 包含 $ 的 最 小 的 子 群 , 即 车 S cH < C, 则 
(S$) C HH. 我 们 称 (5) 为 S 生成 的 生成 子 群 . 

例如 ,循环 群 G = (ca) 就 是 其 生成 元 a 的 生成 子 群 . 

为 了 猜 猜 (S) 到 底 是 什么 样 ,我 们 以 S = fa ,外 为 例 . 由 子 群 的 定义 ,下 列 形式 的 乘积 都 
应 在 (S) 中 : 

a aaba Da 一 人,0a20a pa-D apa2ba，… 

当然 上 面 的 序列 可 能 是 无 限 项 ,也 可 能 是 有 限 项 ， 这 是 因为 在 某 些 条 件 下 ， 例如 ob = e 等 , 它 
们 可 能 会 简化 ,两 个 乘积 可 能 相等 .事实 上 ,(5) 就 是 由 $ 中 的 元 素 , 按 如 上 的 方式 得 到 的 一 切 
乘积 .在 习题 中 有 (S) 的 其 它 描 述 方 式 . 


3 子 群 的 陪 集 


有 了 一 个 子 群 后 ,我 们 最 想 做 的 就 是 参照 这 个 子 群 来 研究 原来 的 群 .首先 我 们 可 参照 一 个 子 
群 将 原来 的 群 中 的 元 素 分 类 .为 此 我 们 先 从 另 一 个 角度 看 整数 加 群 忆 的 模 n 的 同 余 类 加 群 ., . 

若 nZ = {0,+ 上 mn,+ 上 2n,+3…, 很 明显 nZ 是 2 的 一 个 子 群 .车 ~ 是 模 ”的 同 余 关系 , 则 

a ~ bon|l(a- boa-b= phnoa-bE nzZ, 

而 Z, 就 是 模 n 的 同 余 关系 决定 的 等 价 类 之 集 . 

事实 上 ,车 五 < C, 定 义 a ~ bab” EH, 则 ~ 是 G 上 的 一 个 等 价 关 系 : 

(1) 反 身 性 :aa = e € Ha ~ a; 

(2) 对 称 性 :a ~ 5 二 ab E Hba’! = (ap ) € Hob ~ ai 

(3) 传递 性 :a ~ 8,5 ~ c=ab ,be € Pac = (ab'')(be'') E Ha ~ c. 


近世 代数 基础 


等 


蛋 
X 
性 


ll 


A ~ SS 

AR NE 

D 中 六 SN 
交 数 学 系列 教材 久 & 
Jd™ i 

DR 


子 集 的 乘积 :五 ,K 是 群 G 的 两 个 子 集 ,我 们 定义 
HK= |hkIh €E H,k € Kl; 
同样 我 们 可 定义 多 个 集合 的 乘积 . 
子 群 的 陪 集 :车 且 < G,a € C, 我 们 称 
Ha= {halh € H}, aH = {ahlh € HI 
分 别 为 H 的 一 个 右 陪 集 和 一 个 左 陪 集 ; 它们 都 是 G 的 子 集 . 
~ 的 等 价 类 : ~ 如 上 定义 , 则 a。 € G 所 在 的 等 价 类 a = Ha. 
事实 上 ， 
bEaob ~ acia = hE Hob= ha€ Ha. 
若 定 义 a = bb-'a € 五 ,同样 我 们 可 证 实 ~ 也 是 G 上 的 一 个 等 价 关系 . 此 时 ,a € G 所 
在 的 等 价 类 a = oa 五. 
总 之 ,请 记 住 下 面 的 结论 : 
Ha = Hboab™ EHH; 
aH = bHob a € 也 
a E HoaH= Ha = H. 
例 4 5S, = 1(1),(12),(13),(23),(123),(132)},H = {(1),(12)|, 则 


H(1) =:{(1),(12)!, H(13) = {1(13),(132)}, 
H(23) = {1(23),(123)}, H(12) = H(1), 
H(132) = H(13), H(123) = H(23); 
(DH = {(1),(12)}, (13)H = {(13),(123)}, 
(23)H = {(23,(132)}; (12)H = H(1), 
(132)H = (23)H, (123)H = (13)H. 


定理 2 设 有 是 6 群 的 子 群 , 令 
S = {Hala € CG}, 5S,= laHla € cl， 

则 我 们 有 下 面 的 结论 : 

(1) Sn 与 S 一 一 对 应 ; 

(2) Ha , al 与 8 一 一 对 应 . 

证 明 (1) 由 于 

Ha = Hoboab’! € Heo(ab)! = io = (b) a € Hoa 'H= 0 万， 

故 a:Ham> a !'H 是 Sr 到 Si 的 一 一 对 应 . 

(2) 由 于 消去 律 在 群 中 成 立 , 故 B: ha ~ h 是 Ha 到 已 的 一 一 对 应 

定义 ”五 是 群 C 的 子 群 ,HH 在 G 中 右 陪 集 ( 或 左 陪 集 ) 的 个 数 称 为 了 在 G 中 的 指数 , 记 为 
[G:H]. 

由 定理 2, 我 们 可 得 到 下 面 这 个 极其 重要 的 定理 . 
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定理 3 设 妃 是 有 限 群 G 的 子 群 , 则 
1CG| =[G:H]:IH|; 
特别 是 ,| H| 和 [ec : H] 都 | c| 的 因子 . 
推论 若 6 是 有 限 群 ,a € 6G, 则 a 的 阶 整除 G 的 阶 . 
证 明 ”4a 生成 G 的 一 个 子 群 (a), 其 阶 就 是 元 a 的 阶 ,再 由 定理 3 得 到 此 推论 . 
例 5 nn 次 交错 群 4, 是 n 次 对 称 群 5, 的 子 群 . 若 a 为 偶 置 换 , 则 a € 4,, 从 而 oh4,= 4 = 
(1)4, ;大 a 为 奇 置换 , 则 (12)" a 为 偶 置 换 ,(12)-!1a E 4, ,从 而 cd。= (12)4, .总 之 ,[S :4 ] = 2. 


习题 2-5 


1. 找 出 $: 的 所 有 子 群 . 
2. 证 明 , 群 G 的 任意 个 子 群 的 交 也 是 6 的 子 群 ,从 而 证 明 S 在 G 中 的 生成 子 群 (8S) 是 C 中 
包含 5 的 一 切 子 群 的 交 . z 
3. 取 5; 的 子 集 S = 1(12),(123)},(S) = ?一 个 群 的 两 个 不 同 的 集会 生成 相同 的 子 群 吗 ? 
4. 两 面体 群 D, 最 少 可 由 多 少 元 素 生 成 . 
S. 证 明 循 环 群 的 子 群 还 是 循环 群 . 
6. 找 出 Z 的 所 有 子 群 . 
7. 证 明 阶 是 素数 的 群 是 循环 群 . 
8. 证 明 阶 是 p"(p 是 素数 ) 的 群 一 定 包 含 一 个 阶 是 p 的 子 群 . 
9 .假定 a,b 是 群 G 的 两 个 元 ,ap 二 ba,(o(a),o(b)) 二 1 .证 明 
o(ab) = o(a): o(b). 
10. 令 韭 < G,a,b EC. 直接 证 明 
Ha = Hbesab™” € H, aH = bHob a€H. 
11. 铬 同 构 的 群 视 为 相同 ,证 明 阶 为 4 的 群 仅 有 两 个 一 一 循环 群 和 Klein 四 元 群 .* 
12. 设 H 是 群 G 的 一 个 非 空 有 限 子 集 , 求 证 如 < Ge 的 运算 封闭 .* 
13. 设 瑟 ,K 是 G 群 的 两 个 有 限 子 群 : 
(1) 对 任意 (hi,k),(h,,k) EE 韭 x 民 , 定 义 
(hi, ki) 下 《ja ,ja ) 全 = h,k,, 
求证 ~ 为 集合 有 x K 上 的 一 个 等 价 关 系 ; 
(2) 证 明 | HL :iTK| = | .IHN KI.* 


2.6 ”正规 于 群 与 商 群 


在 上 一 节 中 我 们 看 到 子 群 xzZ 在 Z 中 的 左 陪 集 的 集合 为 Z, ,a 所 在 的 左 障 集 a + nZ = a， 
而 在 Z, 中 定义 a + 5 = a +, 则 2Z. 也 是 群 .但 注意 于 + = aa+2 就 是 
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(a + nZ)+(b+n2) = (e+ 6b)+nZ. 
我 们 自然 要 问 , 当 HH 是 6 的 子 群 时 ,对 于 aH,bH € Si 定义 
(aH)° (bH) = (ab)H, 
那么 S 也 是 群 吗 ? 若 。 是 S. 上 的 二 元 运算 ,我 们 说 5, 就 是 群 : 
(1) 满足 结合 律 :结合 律 相当 于 ((ab)c) 有 HH = (a(be))H, 而 由 G 中 的 结合 律 知 这 是 明显 的 ; 
(2) 有 单位 元 eH = Hi: 
(aH)(eH) = (ae)H = al; 
(eH)(aH) = (ea)H = aH 
(3)aH 有 北 元 a H: 
(aH)(a!'H) = (a 'a)H = eH = 万 ; 
(a-'H)(aH) 二 (a“'a)H = eH= HH. 
回头 看 ,。 是 S, 上 的 二 元 运算 的 条 件 是 什么 ?要 。 是 S%. 上 的 二 元 运算 ,就 要 下 面 的 推理 可 行 : 
aH = alH,bH = b: Hs(ab)H = (a1bi)H 
这 等 同 于 
arla € H,bi'b € Ho(abi) (ab) = biarabE€EH. 
但 由 aH = a1H,bH = biH ,我 们 只 能 得 到 
hi= aila EH,h,= brbEH. 
但 我 们 注意 到 
bilarlab = [bi'(aila)bl(bi'b) = (bi hib,)h,, 
因而 只 要 b71hib1 E€ HH, 就 有 (a1b1)"1(ab) = 后 om ab EH, 即 (ab)H = (a1b1)H. 总 之 ,要 。 
是 S, 上 的 二 元 运算 ,应 要 求 子 群 再 满足 下 列 条 件 : 
gEC,hE Hg BE 也 . 
有 趣 的 是 这 个 要 求 并 不 过 分 , 即 它 是 保证 。 是 S. 上 的 二 元 运算 的 充分 必要 条 件 .事实 上 ， 
符 S 是 SL 上 的 二 元 运算 , 则 
gE CGC,hE HhH = eH,gH = el 
—(hg)H = (eg)H = gH 
—»g hg€H. 
定义 (1)N 是 群 G 的 子 群 . 若 NN 再 满足 下 列 条 件 我 们 就 称 N 是 G 的 正规 子 群 , 记 为 
NIG: 
gEGNnE Ng ng €N; 
(2) 当 NC 时 ,CN = {aNia € Cl 在 运算 
(aN)(bN) = (ab)N 
之 下 构成 的 群 称 G 的 ( 模 N 的 ) 商 群 . 
例如 ,nmZ<Z,Z。= ZnZ. 
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当 商 群 G/N 为 有 限 群 时 , 它 的 阶 就 是 [ c : N]; 又 当 G 为 有 限 群 时 , 商 群 C/ 的 阶 |cjN| 
=|GI/|N|. z 
例 1 任何 一 个 群 G 至 少 有 两 个 平凡 正规 子 群 ,CG 和 {e| . G/G 是 单元 群 ,CG/{e} = C. 
例 2 交换 群 的 每 个 子 群 都 是 正规 子 群 . 
例 3 若 o:G-> CG’ 为 群 同 态 , 则 kerc<C. 事 实 上 ,我 们 已 知 kerc < C. 现 在 , 任 取 ac E C， 
n 和 kerc ,有 
0(a- na) = ca(a-!)a(n)c(a) = o(a-!)o(a) 
= o(a a) = o(e) = ea’'na € kero. 
例 4 5S; 的 子 群 豆 = {(1),(12)| 不 是 5S, 的 正规 子 群 ,因为 
(13)™(12)(13) = (23) ¢ H. 
正规 子 群 在 群 论 中 极为 重要 ,为 此 我 们 给 出 更 多 的 判别 方法 . 
定理 1 设 NNW 是 群 G 的 子 群 , 则 以 下 四 项 是 等 价 的 : 
(LN< Ci 
(2)a -Na Cc N(a € C); 
(3)a Na = N(a € 0); 
(4) Na = aN(a € CG). 
证 明 (1) 二 (2) 由 正规 子 群 的 定义 可 证 ; 
(2) 一 (3) aa C N(a € G)—N = eNe = aaNa-l)a 
Ca "Nac Na Na = Ni 
(3) 一 (3) 明显 成 立 ; 
(4)—(1) acEecnENN = aNona = an(n EN) 
sa na =n EN.. 
例 5 群 G 的 中 心 C(G) 是 与 6G 中 每 个 元 都 可 交换 的 元 的 集合 ,C(G) 6. 事实 上 , C( GC) 
是 子 群 是 明显 的 ;又 若 cE 6G,z € C(G), 则 有 a za = (ao)z=zEC(CC). 
例 6 4.<S. .事实 上 ,我 们 已 知 4, < 5; ,又 对 任何 a E Sa hsa 中 的 置换 为 偶 置换 , 故 
a” ha C 4, 成立. 特别 是 ,对 于 5; ,因为 对 换 (13),(12),(23) 为 奇 置换 ,而 S,(n > 2) 中 奇 置 
换 和 偶 置 换 各 占 一 半 , 故 
4; = {(1),(123),(132)| < 5,, 
[S$S; : 4] = 2, 商 群 S;/4; = {14s,(12)A4,}. 
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1. 若 WCG, 且 | 六 l = 2, 则 G 的 中 心包 含 N. 
2. 证 明 ,两 个 正规 子 群 的 交 也 是 正规 子 群 . 
3. 若 [TC: N] = 2, 则 NeC. 


近世 代数 基础 


高 等 学 校 数学 系列 教材 


4. 若 Hs GCG,NJIC 则 HN < CG. 

5. 群 6 中 可 以 写成 [a,b] = ap ob 形式 的 元 称 换 位 子 .证 明 : 
(1) 所 有 有 限 个 换 位 子 的 乘积 之 集 C 是 6 的 正规 子 群 ; 

(2) C/C 是 交换 群 ; 

(3) 若 商 群 G/N 是 交换 群 , 则 CC N.* 


2.7 ” 群 的 同 构 与 正规 子 群 


在 正规 子 群 , 商 群 与 同 态 之 间 存 在 几 个 极为 重要 的 关系 .从 这 些 重要 的 关系 中 我 们 才 可 看 
到 正规 子 群 和 商 群 的 重要 地 位 . 
我 们 首先 有 下 述 定 理 . 
定理 1 车 Nac, 则 c> G/N, 即 群 与 它 的 每 个 商 群 同 态 . 
证 明令 r:ahHF= ay,r 明 显 是 满 射 ; 又 我 们 有 
r(ap) = (ab)N = (aN)(bN) = x(a)rx(b), 
即 x 是 同 态 . 总 之 ,G > C/N. 
对 于 群 C, 当 我 们 有 一 个 正规 子 群 W ,我 们 就 又 多 了 两 个 群 , W 和 商 群 G/N .当然 , 耕 G/N 
与 原来 的 群 C 失 去 了 联系 , 它 的 意义 就 不 大 了 ,但 上 述 定理 告诉 我 们 6 与 G/N 同 态 ,这 样 ,我 们 
可 由 G/N 来 推测 G 的 性 质 . 
正规 子 群 的 重要 性 还 体现 在 另 一 个 方面 . 
若 c:6CH= 6' 是 群 C 到 群 C' 的 满 同 态 . 由 第 一 章 最 后 一 节 的 同 态 基本 定理 我 们 知道 ,对 任 
意 a,b EE C, 若 定义 
a ~ beol(a) = o(b), 
则 ~ 是 G 上 的 等 价 关系 ,6 的 等 价 类 集合 C/ ~ = {ala € Cl 在 运算 
ap = ap 
之 下 与 6' 同 构 , 同 构 为 5:zH= c(a). 当 然 此 时 , 6G/ ~ 也 是 群 了 .现在 ,我 们 就 看 一 看 C/ ~ 中 
的 元 二 是 什么 ? 事实 上 ， 
b Eadewob) = cc(a)ec(a-10) = ea bE keroesb E akerc， 
即 z = akero, GC/ ~ = Gl/kero .总 之 ,我 们 有 下 面 的 重要 定理 . 
定理 2 若 o 是 群 G 到 群 G' 的 满 同 态 , 则 C/kerc = CG . 
以 上 两 个 定理 说 明 , 本 质 上 讲 ,一 个 群 的 一 切 商 群 包罗 了 这 个 群 的 一 切 同 态 像 ,而 商 群 与 
正规 子 群 一 一 对 应 .再 次 我 们 看 到 了 正规 子 群 的 重要 性 . 
另外 , 当 o:GH~ 6' 是 满 同 态 时 ,o"'(e’) = kero <46. 事 实 上 ,在 这 个 同 态 下 6G 与 CG 的 于 
群 和 正规 子 群 间 有 如 下 更 一 般 的 关系 . 
定理 3 ”车 o 是 群 G 到 群 6' 的 同 态 , 则 我 们 有 如 下 绪论 : 
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(DH < Go(H)< C 

(2)N<G—0(N)A0’; 

(3)H' < CI 二 (HH) < Ci 

(WN 4Go0 (N)AG. 

证 明 ”我 们 仅 证 (1) 和 (2) ,其 它 情 闹 类似 . 设 五 < G. 任 取 o(a),o(b) Eo(H)z 久 .由 
H < 6G, 我 们 有 ao € 有 ,进而 ,得 到 

o(a)o(b)™ = o(a)a(b™) = o(ab™’) € olH), 
即 o(H) < 6 .再 设 WCGc, 由 前 部 分 ,我们 知 o(N) < 6. 任 取 ol(a)E€ 0 = c(Cc)， 
o(n) €E o(N). 由 NNIG, 我 们 有 a na EN, 从 而 得 到 
ol(a) ao(n)o(a) = g(a ')o(n)o(a) = ol(a” na) € ol WN), 

Bo(N)<AG’. 

在 数学 中 ,在 某 种 运算 或 变换 下 ,对象 的 不 变性 是 非常 重要 的 .我 们 看 到 子 群 和 正规 子 群 
就 具有 同 态 运 算 下 的 不 变性 . 
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1 .证 明 群 的 满 同 态 o;:G ~ 6' 是 同 构 eykero = {el. 

2. 直 接 证 明定 理 2. 

3. 若 群 G 与 群 6' 同 态 , 同 态 为 o,N GC,N = co-(N). 证 明 G/N = GAN . 
4. 若 G 和 G6’ 是 两 个 有 限 循 环 群 .证 明 ,G 与 6' 同 态 | 6'| 整除 1G|. 

5. 若 6 是 限 循 环 群 ,NVN < 6. 证 明 G/N 也 是 循环 群 . 


2.8 ” 群 在 集合 上 的 作用 


1 群 在 集合 上 的 作用 


群 在 计数 方面 有 广泛 的 应 用 ,这 主要 源 于 模型 化 的 Bumside 定理 ,此 定理 涉及 群 在 集合 上 
的 作用 .事实 上 , 若 6 为 集合 六 上 的 变换 群 ,除了 C 本 身 作 为 群 有 自身 的 性 质 外 ; 另 一 方面 ,从 
几何 的 角度 ,我 们 也 可 以 借助 G 来 探讨 集合 和 ,而 G 本 上 : 

(1)1x(x) 三 和 (和 € 下) 

(2)(hg)(x) = h(g(x)) (g,h€ G;x EX). 

抽 其 本 质 ,我 们 定义 群 在 集合 上 的 作用 . 

定义 ” 设 G6 为 群 ,为 集合 . 奉 和 存在 G x 瑟 到 X 的 运算 * 满足 下 列 条 件 : 

(l)exx = x(x € X); 

(2)(hg)xx = hx(gxx) (g,hE€E G;x EX)， 
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则 我 们 称 C 通过 * 作用 在 S$ 上 .在 上 下 文清 楚 时 ,我 们 简写 g* x 为 gx . 
例 1 5S, 自然 地 作用 在 集合 {1,2,…,n} 上 . 
例 2 CG 为 群 , = 6G, 则 gxx = gx 定义 了 一 个 6 在 自身 上 的 作用 一 一 左 平移 作用 . 
例 3 CG 为 群 ,XX = 6G, 则 gxx = gxg”! 也 定义 了 一 个 6 在 自身 上 的 作用 一 一 共 斩 作用 . 
事实 上 ,exx = exe™! = x, 且 
(he)*%x = (hg)x(hg)™! = (hg)x(g hh-) 
= h(exg hh! = hl(gxx)h 


= hx(g*x). 
定义 ” 设 群 6 作用 在 集合 XX 上 ,x € XX: 
(1) 我 们 称 X 的 子 集 
= {gxlg€E GlcX 
为 x 在 6G 作用 下 的 轨道 ; 


(2) 我 们 称 G 的 子 群 ( 易 证 ) 
stabx = lg€ Glex =x < C 
为 x 在 G 中 的 稳定 化 子 . 
例 4 设 群 
G = {(1),(12), _ (354), (12)(345),(12)(354)} < S;, 
= {11,2,3,4,5}. 
令 G 自然 地 作用 在 世上 . 求 开 G 的 所 有 稳定 化 子 . 
解 ”直接 计算 ,我 们 得 到 两 个 轨道 ,两 个 稳定 化 于 : 
G1 = G2 = {1,2}, 
G3 = G4 = G5 = {3,4,5}; 
stabl = stab2 = {(12),(345),(354) 
stab3 = stab4 = stab3 = {1(1),(12) 
以 下 我 们 讨论 轨道 和 稳定 化 子 的 基本 性 质 . 
引 理 1 设 群 ee 则 
= |GxjxEXC p(X) 


| < C 
| < C 


为 集合 对 的 一 个 分 类 ， 
证 明 ” (1) 对 任何 x € XX, 有 ex =x%xE€ Gx, 故 
时 =U -EXCGX; 
(2) 令 Gx 门 Gy zz 名 @, 则 存在 g1,8g; 使 gjx = g27, 从 而 
x = gi'(g2y) = (gi 82)Y € Cy， 
进而 Gx C Gy .对 称 地 ,有 Cy C Gx, 从 而 Gx = Gy. 
引 理 2 设 群 G 作用 在 上 ,x € X,[G : stabx] 有 限 , 则 
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| Gx | = [G6 。 stabx | . 

( 注 : 对 于 集合 4,|4| 表示 4 中 的 元 素 个 数 .) 

证 明 设 古 = stabxz,S = {gHlg € Cj} 为 H 在 G 中 的 左 陪 集 的 集合 ,下 面 的 推理 证 明 
了 co:gxhHr gH 为 Gx 到 GI/H 的 双 射 : 

B1% = Bxer (B82 B1)% = Xerg8i 81 E HgiH = gl. 
由 上 述 两 引 理 我 们 可 得 到 下 面 的 重要 定理 . 
定理 1 设 群 G 作用 在 X 上 ,x E XX, 庆 为 有 限 集 , 则 
| XX| B 六 | 从 : stabx ] ， 

这 里 R 为 著 诸 轨道 的 代表 元 之 集 . 

评注 :通过 不 同 的 作用 群 G 和 被 作用 集合 了 及 不 同 的 作用 方式 ,我 们 可 以 得 到 许多 重要 
的 |X| = 2 ,enlG :stabx] 等 式 .例如 ,对 于 CG 在 自身 上 的 共 轿 作用 , Gx = {xjesx E C(G 的 
中 心 ) .者 G 为 有 限 群 , 则 我 们 得 到 一 个 很 重要 的 等 式 一 一 有限 群 的 类 方程 : 

IG| =1Cl+2 ,elG : stabx]. 
例 5 空间 正 多 面体 的 一 切 旋转 对 称 构成 一 个 群 旋转 群 . 求 正方 体 旋转 群 G 的 阶 数 ， 
解 “如果 我 们 一 个 一 个 地 数 , 则 很 麻烦 上 且 容 易 遗 漏 .我 们 用 公式 | Gx | = [G :stabx] 的 变种 
IG| =|Gx| .|stabx| 
就 很 容易 了 . 任 选 正方 体 的 一 个 顶点 x ,此 点 可 以 对 称 旋转 到 原来 的 任何 一 个 顶点 处 , 即 | Gx| 
= 8. 同 样 ,保持 顶点 x 不 变 的 对 称 旋转 有 3 个 (旋转 0?,120?,240?) , | stabx| = 3. 从 而 有 
G | =8x3= 24. 


2 Burnside 定理 
定理 2(Burnside) ” 设 群 G 作用 于 了 上 ,G 和 七 都 有 限 , 则 于 在 G 的 作用 下 不 同 轨道 的 个 数 


n= De 
这 里 下 = {x E Xlgx = x|] C 了 是 g 在 XX 上 不 动 点 的 集合 . 
证 明 令 针 = Gxi UU …U Gx 为 X 的 不 交 的 轨道 分 解 . 
我 们 将 以 纵横 两 个 不 同 的 途径 讨论 G x 的 子 集 
T= {(g,x) E Gx Xlgx = | 
中 元 素 的 计数 : 
(1) 着 国定 g ,去 选 合适 的 x, 则 
7 = {(g,x)|gx = x,x E 大 | 
与 一 一 对 应 ,从 而 


ee 3 ll 
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(2) 若 固定 “, 去 选 合适 的 g, 则 
T, = {|(g,x)|lgx = x,gE€G| 


与 stabx 一 一 对 应 ,从 而 
TDL = Ddstabzl = BolFel. 
再 由 引 理 1， 
| [cl | |( 1 呈 1 ) 
2 ,ex | stabx 加 De aT =1C et ee DD | Gx | 


再 注意 到 , 当 x,y € Gz 时 ,Gx = Gy = Gz, 从 而 2 ,ce6 为 1Gz| 个 [二 的 和 ,为 1, 故 
>，,。,|stabxz| = | G1. n. 总 之 ,我 们 得 到 


1 1 
n = TCT 27 sex | stabs | = 下 5 


例 6 由 例 4, 我 们 可 以 验证 上 述 定理 : 
Fi) 三 {1,2,3,4,5} , Fw, 一 13 ,4,5| , Fc) 一 F (354) 三 {1,2}， 


Foys) = Foys) = OO; 
1 12 
n= TGT2eecl fel = 6 =2 
习题 2-8 


1 . 设 群 C 作 用 于 和 上 ,x E 和 ,求证 stabgx = g(stabx)g”. 

2 . 设 G 为 群 ,H < G6,5S, = {aHla € Cl .对 任何 gE G,aH € S,, 定义 g(aH) = gal. 
证 明 这 定义 了 一 个 G 在 S$. 上 的 作用 ,并 确定 轨道 和 稳定 化 子 . 

3. 证 明 m(p 为 素数 ) 阶 群 G 的 中 心 C 不 只 含有 单位 元 
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第 3 章 环 论 


在 前 一 章 中 ,我 们 讨论 了 群 这 个 代数 结构 , 群 只 有 一 个 二 元 运算 .但 有 时 我 们 常常 需要 有 
两 个 运算 的 代数 结构 ,而 且 这 两 个 运算 是 有 机 结合 的 .本 章 中 ,我 们 讨论 环 和 域 ,它们 就 有 两 个 
运算 ,其 中 一 个 对 另 一 个 满足 分 配 律 . 


3.1 环 的 基本 概念 


1 环 的 定义 


定义 ” (1) 车 代数 结构 (R，+ ,。) 满足 下 列 条 件 , 称 R 为 环 : 

QD(R, +) 是 加 群 ; 

C(O(R,。) 满足 结合 律 :(ab)ec = albe); 

Q 乘法。 对 加 + 法 满足 分 配 律 : 

a(b+c)= ab+ ac, 
(b+ ec)a = ba+t ca; 
(2)R 是 环 , 称 R 是 有 单位 元 的 环 ,车 R 中 乘法 有 一 个 单位 元 , 即 存在 一 个 元 素 1, 对 于 RR 
中 任何 元 素 a ,有 
al = la = a. 
(3)R 是 环 , 且 乘法 满足 交换 律 , 称 R 是 交换 环 ; 
(4)R 是 有 单位 元 1 的 环 ,a € RR, 称 a 可 道 , 若 有 5ER 使 
ab = ba = 1( 可 证 明 六 唯一 , 记 上 = a1). 

例 1 Z,Q,R,C 都 是 有 单位 元 的 交换 环 ,单位 元 就 是 1, 零 元 是 0;Z 在 中 仅 有 1, - 1 可 逆 ， 
在 Q,R,C 中 非 零 元 都 可 逆 . 

例 2 一 切 偶数 之 集 2Z 对 加 法 和 乘法 也 构成 一 个 交换 环 ,不 过 此 环 没有 单位 元 . 

例 3 (Z,, +,。) 是 一 个 有 单位 元 的 有 限 交换 环 ,单位 元 就 是 工 , 零 元 是 0: 乘法 满足 结合 
律 是 明显 的 ;乘法 对 于 加 法 满足 分 配 律 也 是 明显 的 ;1 明显 为 单位 元 .Z， 的 元 可逆 的 条 件 是 
(k,n) = 工 见 本 节 习 题 5) .例如 ,在 己 中 ,1 的 逆 元 是 自身 ;3 的 道 元 也 是 自身 :3.3 -3.3 -= 

注 :在 环 Z, 中 ,以 后 我 们 用 0 表示 0, 用 工 表示 1. 

例 4 一 切 n x n(n > 2) 实 矩 阵 之 集 MM,(R) 对 矩阵 的 加 法 和 乘法 构成 一 个 有 单位 元 的 
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非 交换 环 ,单位 元 是 单位 阵 , 零 元 是 零 矩 阵 ,可 逆 元 就 是 可 逆 阵 . 
环 有 很 多 种 类 ,下面 的 定理 给 出 了 它们 的 一 些 共同 的 性 质 . 
定理 1 若 届 为 环 , 则 它 有 下 列 性 质 : 

(1)0a = a0 = 0; 

(2)(- a)b = a(- b) =- (ob); 
(3)(- a)(- 56) = ab; 
(4)(na)b = a(nb)(n € 2); 


(5)(2)。 )(25) = > Dab 

(6) 单 位 元 若 存在 , 必 唯 二 ，; 

(7) 在 有 单位 元 的 环 中 ,可 首 元 的 逆 元 也 唯一 . 

证 明 ”我 们 仅 证 明 (1) 和 (2) ,其 它 留 作 练 习 . 

(1)0a = (0 + 0)a = 0a + 0a=04 = 0, 同 理 a0 = 0; 

(2) ab 十 (= a)b 三 (a + (= a))b = 06b = 0 一 (-- a)b 三 一 (ap ) ， 
ab + a(— b) 二 a(b 十 (= b)) = a0 = 0—a(— b) 二 一 ( ab ) . 


2 零 因 子 与 整 环 


我 们 注意 到 Z 与 Z。 有 一 个 很 大 的 区 别 . 在 Z 中 ,车 a 0,5b zz 0, 则 必 有 ab 产 0; 在 Zs 中 ， 
2 “0,3 z 0, 但 是 2.3 = 0. 

定义 ”在 环 R 中 ,车 ab = 0, 但 a 0,2 0, 则 我 们 称 a 是 一 个 左 零 因子 ,2 是 一 个 右 
零 因子 . 左 零 因 子 和 右 零 因子 统称 零 因 子 . 


例如 ,3,3,4 是 Zs 中 的 零 因子 江 中 没有 零 因子 ; 环 Ms(R) 有 和 零 因子 ,例如 ,| 。 ,| 为 零 因子 ， 


定义 ”我 们 称 环 R 为 整 环 , 若 它 再 满足 下 列 条 件 : 

(1) 乘 法 满足 交换 律 :ab = ba; 

(2) 有 单位 元 1:al = la = ca; 

(3) 至 少 有 两 个 不 同 的 元 :1 xz 0; 

(4) 没 有 零 因 子 :a x 0,b 关 0 一 op 0. 

例如 ,2Z 是 最 典型 的 整 环 ;Q,R,C 也 是 整 环 ;ZZ 是 元 素 最 少 的 整 环 ;Ze 不 是 整 环 ,2,3,4 是 
堆 因 子 . 

例 S 求证 , 当 p 是 一 个 素数 时 ,Z, 是 整 环 . 

证 明 ”我 们 只 要 证 明 Z 没有 零 因 子 . 事 实 上 ， 

元 < 0, 0-p 直 mm,p 赴 np 十 mm 人 rm = mm #0. 
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3 无 零 因 子 环 的 特征 


有 零 因子 的 环 与 无 零 因子 的 环 的 加 群 有 一 个 极为 重要 的 本 质 区 别 ,我们 对 比 Z,Zs 和 7Z.: 

(DZ 中 ,所 有 的 非 零 元 的 阶 都 相同 : 无 限 ; 

(2)Z 中 ,所 有 的 非 零 元 的 阶 都 相同 : 5; 

(3)Z 中 ,o(1) = 6,o(2) = 3,0(3) = 2,o(4) = 3,0(5) = 6. 

事实 上 ,我 们 有 如 下 重要 的 定理 . 

定理 2 阁 R 是 无 零 因 子 的 环 , 则 其 加 群 中 所 有 非 零 元 的 阶 相 同 ,或 是 无 限 ,或 是 一 个 素数 . 

证 明 设 a,5b5 是 R 中 的 两 个 非 零 元 ,n 是 任何 正 整 数 .由 于 RR 无 零 因子 , 故 下 列 推理 成 立 : 

na = O(na)b = a(nm) = O05nb = 0， 
这 就 说 明 RR 中 所 有 非 零 元 的 阶 相同 ,或 是 无 限 ,或 是 有 限 数 p . 当 为 有 限 数 p 时 ,我 们 说 这 个 p 
一 定 为 素数 . 若 不 然 ,p = 及 ,1 < 有 < p,1 < 1 < p. 此 时 ,对 任何 非 零 元 a 有 
(ka)(la) = (kl)a’ = pa’ = 0—ka = 0 或 la = 0， 

这 与 p 是 a 的 阶 矛 盾 . 

定义 ”在 尺 是 无 零 因 了 于 环 , 当 其 加 群 中 所 有 非 零 元 的 阶 无 限时 ,我们 称 愉 是 特征 0 的 , 记 
为 chR = 0; 当 此 阶 为 素数 p 时 ,我们 称 R 是 特征 p 的 , 记 为 chR = p. 

例如 , 环 Z,Q,R,C 都 是 特征 0 的 ;p 是 素数 时 ,chZ，= p. 

(ac+p)P = an 上 pr 
这 是 因为 , 当 ab = ba 时 ， 
(ae+p) = a + Ca b+ Ca +b; 
又 因为 当 C,,…, C?” 是 p 的 倍数 时 ， 
Ca 一 二 CF ap 一 = 0. 
例 6 在 特征 为 2 的 环 中 ,如 逐 中 ,有 a = - a, 这 是 因为 


a+a= 2a = 0. 
习题 3-1 


1 .证 明和 任何 一 个 加 群 都 可 作成 一 个 环 . 

2. 若 一 个 环 R 对 于 加 法 是 循环 群 .证 明 此 环 是 交换 环 . 

3. 证 明 {m + nV2| m,n € Z| 对 于 普通 加 法 和 乘法 作成 一 个 环 . 

4. 证 明 , 在 有 单位 元 的 环 中 ,加 法 的 交换 律 可 由 其 它 条 件 推出 . 

5. 证 明 ,Z, 的 元 6 可 道上 (k,n) = 1. 

6. 在 一 个 环 中 , 若 对 于 某 个 正 整 数 m, 有 a”= 0, 我 们 说 a 是 窜 零 元 .证 明 , 在 交换 环 中 ,两 
个 寡 零 元 的 和 还 是 寡 零 元 . 找 一 个 有 非 零 寡 零 元 的 有 限 环 . 
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7. 证 明 , 在 环 R 中 ,下 面 两 条 是 等 价 的 : 

(1)R 没有 非 零 项 等 元 ; 

(2) 若 o = 0, 则 a = 0. 

8. 在 环 R 中 ,车 对 于 任何 元 a, 有 o = a ,我 们 称 此 环 为 布尔 环 .证 明 布尔 环 是 交换 环 , 且 . 
2a = 0. 

9 环 及 有 1,a,bE RR. 证 明 1 -ab 可逆 必 1 - ba 可 道 .x 


3.2 ” 除 环 与 域 


定义 (1) 我 们 称 环 R 为 除 环 , 若 RR 还 满足 下 列 条 件 : 
Q@ 有 单位 元 1; 
@ 至 少 有 两 个 元 :1 六 0; 
@ 非 零 元 之 集 R” 对 于 乘法 构成 一 个 群 . 
(2) 乘法 可 交换 的 除 环 称 为 域 . 
评注 :(1) 除 环 一 定 没有 零 因子 ,这 是 因为 
a zz 0,ab = 0 一 2 = 2 (ab) = 0. 


(2) 在 域内 , 若 5 z 0, 有 ja = ab"! ,我 们 可 用 旺 表示 5-'a = ab” .此 时 ,普通 分 数 的 运 
算法 则 在 域 中 也 成 立 , 如 


例 1 Q,R,C 都 是 域 , 且 它们 的 特征 都 是 0. 

例 2 乙 是 元 最 少 的 域 ,特征 为 2. 

例 3 求证 , 当 p 是 一 个 素数 时 ,Z, 是 域 . 

证 明 ”我 们 已 知 Z 为 整 环 ,1 zz 0,Z* 对 于 乘法 封闭 ,乘法 满足 结合 律 和 交换 律 . 现 在 我 
们 只 要 证 明 它 的 每 个 非 零 元 都 可 逆 , 而 下 面 的 推理 说 明了 这 一 氮 : 

n x 0—p 下 n=(p,n) = loap+ bn = 1 一 ap+ bn = lbn = 1. 

以 后 我 们 将 给 出 特征 为 p z 0 的 无 限 域 的 例子 . 

存在 有 限 的 非 域 的 除 环 吗 ?我 们 的 回答 是 不 存在 . 

定理 1(Wedderbum) “有 限 除 环 一 定 为 域 . 

此 定理 有 初等 证 明 方 法 ,但 难度 超出 了 本 课程 的 范围 . 

至 此 ,我 们 要 问 有 没有 不 是 域 的 除 环 ,回答 是 肯定 的 .当然 ,这 样 的 例子 不 是 好 找 的 .至 少 
定理 1 告诉 我 们 在 有 限 集合 中 是 找 不 到 的 .下 面 给 出 的 非 交换 的 Hamilton 除 环 (四 元 数 除 环 ) 
在 代数 史上 是 很 有 地 位 的 , 它 是 复数 域 的 推广 . 

例 4 令 H= {iatbi+cj+ dkla,b,c,d E€ RI. 约定 
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a 三 a+0i+0+Ok, 0=0+0i+0)+Ok,l1 = 1+0i+0)+ Ok. 
我 们 可 在 H 上 如 下 定义 加 法 和 乘法 使 其 成 为 一 个 非 交 换 的 除 环 : 
+:(a + bi+ cj+ dk) + (a + Pi+ Yi + Sk) 
= (ata)+(b+pPit (ec +7)j+ (d+ Ok; 
o:(a+ bit cj+ dk)° (a + Pi+ Yj + Ok) 
= (ag—- bh-ey -dd)+(aB+ bat oe - dy)i 
+ (ay — b+ ca + dB)j+ (a + by - cB + da)k. 
上 述 加 法 的 定义 很 自然 ,完全 例行公事 地 可 验证 (H, +) 是 加 群 ,0 是 零 元 .上 述 的 乘法 在 表面 
上 很 玄妙 ,实际 上 ,只 要 我 们 默认 分 配 律 ,再 按 下 列 规则 运算 即 可 : 
(l)ai=ia, aj=ja, ak= ka; 
(2)Y = 了 ~k =-1; 
(3)j =_~-jii=k， 站 =-gj=i ，k -=- 这 =j. 
同样 ,完全 例行公事 地 可 验证 乘法 满足 结合 律 ,1 是 乘法 单位 元 ,乘法 对 加 法 满足 分 配 律 .现在 
我 们 要 说 明 再 中 每 个 非 零 元 z = a + bi+ cj + dk 都 有 逆 元 .事实 上 , 令 z = a- bi-cj- dk， 
当 z 0, 时 
= (at+ bit+cj+ dk)(a - bi~ cj— dk) 
= a —- abi- acj- adk + bai- bY - beij -~ bdik 
+ caj ~ cbji~ cj ~ cdjk + dak - dbki - dckj - EF 
=a+b+c +d, 
z= (or+b +e + dd)!z; 
又 过关 ji, 故 开 是 非 交 换 除 环 . 
评注 :在 第 5 章 中 ,我 们 将 证 明 ,对 任何 一 个 素数 p 和 任何 一 个 正 整数 m”, 在 同 构 的 意义 下 
存在 唯一 的 一 个 有 限 域 含有 p" 个 元 素 .以 后 我 们 用 F, 表示 含有 9 个 元 素 的 有 限 域 . 


习题 3-2 
1. 若 是 有 4 个 元 的 域 .证 明 
(DF 的 特征 是 2; 
(2)F 的 不 是 0 和 1 的 两 个 元 都 满足 方程 x = x+1. 
2. 证 明 |a + bY2|a,b E QI 对 于 普通 加 法 和 乘法 构成 一 个 域 . 
3. 证 明 , 整 环 的 乘法 满足 消去 律 ,从 而 证 明 有 限 整 环 为 域 . 
4. 令 5E2Z, .证明 , 若 (ac,n) = 1, 则 a 中 的 任何 数 都 同 n 互 素 .此 时 ,我 们 说 a 与 n 互 素 . 
5. 证 明 ,Z, 中 与 n 互 素 的 一 切 元 构成 一 个 乘法 群 .此 群 的 阶 我 们 用 $8(n) 表示 . 
6. 证 明 , 若 (a,n) = 1, 则 a” = 1(modn). 
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3.3 “ 子 环 和 环 同 态 


我 们 已 看 到 , 子 群 和 群 同 态 在 群 的 研究 中 很 重要 .在 环 的 研究 中 我 们 也 完全 有 与 之 平行 的 
子 环 和 环 同 态 .它们 的 作用 也 完全 类 似 ， 


1 于 环 


定义 ”5 是 环 R 的 一 个 子 集 ,车 S$ 对 R 上 的 加 法 和 乘法 也 构成 环 ,我 们 就 称 5 是 R 的 子 环 ， 
记 为 $ < R; 同 理 我 们 可 定义 子 整 环 , 子 除 环 和 子 域 . 

定理 1 设 是 环 R 的 子 集 $. 知 

a,bE S—» a-b,abEs 

则 S < R. 

例 1 任何 一 个 环 R 都 两 个 平凡 子 环 ,R 和 {01. 

例 2 偶数 环 2Z 是 整数 环 Z 的 子 环 ,但 前 者 没有 单位 元 . 

例 3 Z<Q<R, M(Z) < M.(Q) < M,(R). 


2 环 同 访 与 同 构 


定义 ”(1)R 和 R 为 环 ,映射 6:R 一 R' 称 为 R 到 R' 的 同 态 , 若 o 再 满足 下 列 条 件 : 
ol(a+6b) = oa) + 0o(b), ol(ab) = o(a)o(b); 
(2) 若 o:R-> R' 为 环 同 态 , 且 为 满 射 , 则 称 o 满 同 态 , 同 时 称 RR 与 R' 同 态 , 记 为 RR'; 
(3) 若 cc:R 一 R' 为 环 的 满 同 态 , 且 为 单 射 , 则 称 o 为 同 构 , 同 时 称 只 与 R 同 构 , 记 为 R= R'; 
(4) 若 o:R 一 R' 为 环 同 态 ,0 为 R' 的 零 元 ,我 们 称 
kerz =01(0) = {a€ Rilco(a)=0| 
为 o 的 核 . 
例 4 ”整数 环 乙 与 环 Z, 同 态 . 很 明显 c:ah~ a 为 所 需 的 满 同 态 : 
ra+pb))=a+p=5+p=caa)+a(a); 
o(ab) 一 ab = .b= o(a): o(b). 
例 $ (四 元 数 除 环 的 另 一 种 实现 ) 在 M,(C) 中 , 取 其 四 个 元 : 


z -|。 | “],r=| ， ] ,xz -|: | 


经 过 计算 ,我们 得 到 如 下 结果 : 
P= =K =-E; 
1- J=-J:TI=K,J-:K=-K:.:J=I,K:.:1T=-I1.K=J. 
令 HH = {aB+ 以 + cc] + dKia,b,c,d € Ri, 则 由 上 面 的 算式 及 Hamilton 除 环 H 中 运算 
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的 定义 ,我们 确信 ,由 H 到 H’ 的 映射 
o:a+ bi+t cj+ dk aE + bl+ec]+ dK 

为 双 射 , 且 保 持 加 法 和 冬 法 运算 .这 就 证 明了 HH 为 环 M,(C) 的 子 环 , 且 与 H 同 构 ， 

定理 2 设 o:R 一 R' 为 环 同 态 , 则 

(1)a(0) 是 R' 的 零 元 ; 

(2)c(- a) =- (ac); 

(3)kera < R; 

(4)o 为 单 同 态 keroc = {0}. 

此 定理 的 证 明 较 简单 , 留 给 读者 练习 . 

定理 3 者 o 是 环 R 到 环 R' 的 满 同 态 , 则 我 们 有 下 列 结论 : 

(1) 若 1 是 R 的 单位 元 , 则 c(1) 是 R' 的 单位 元 ; 

(2) 吞 S< R, 则 o(S) < RR; 

(3) 行 3 < R, 则 o-'(S’) < RR. 

注 :本 定理 中 , 仅 有 (1) 需要 o 为 满 同 态 . 

评注 :无 零 因 子 性 质 不 是 同 态 不 变性 .例如 ,o;a ~ 5 是 环 乙 到 环 忆 的 满 同 态 ,但 前 者 无 
零 因子 ,而 后 者 有 和 零 因 子 2. 


3 环 的 嵌 补 


时 常 我 们 要 从 已 知 的 环 来 造 新 的 环 , 如 由 整数 环 造 
有 理 数 域 ,下 面 的 媒 补 定理 是 我 们 的 理论 基础 . 
定理 人 嵌 补 定理 ) ”车 环 8' 同 构 于 环 R 的 一 个 子 
环 S, 则 存在 一 个 与 及 同 构 的 环 R 使 得 S$’ 在 保持 原 有 的 ~ 
运算 时 ,是 R' 的 子 环 . pA 
证 明 下面 的 图 3 -1 直观 地 说 明 由 尺 造 RR 的 过 程 ， 
令 9 是 S = fa',b,…|| 到 5S = {a,b5,…| 的 同 构 ， 图 3-1 
x xR = {x,y,…|a,b,…| 中 的 加 法 和 乘法 分 别 为 +, * . 造 集合 
R’ = {x,y,…|a’,b’,…} = (R- S)US. 
现在 我 们 定义 一 个 由 R' 到 R 的 一 一 对 应 o 如 下 : : 
XX VY (xy，… ER- S); 
a erab eb, (a’,b’,…€ SS) 


5 限制 在 S$ 上 与 p 一致. 
如 下 定义 R 上 的 加 法 四 和 乘法 @: 
axa 四 8=o (co(a) + op)); 
aa 四 8B=o (ol(a)*o(p)); 
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例行公事 ,我们 可 验证 ( R', 四 , W) 是 环 ,o 是 R' 到 RR 的 同 构 ;又 由 于 o 限制 在 S' 上 与 p 一 致 ， 
故 R 上 的 运算 限制 到 S' 上 与 S$ 上 原来 的 运算 一 样 , 故 $' 是 RR 的 子 环 . 

评注 :此 定理 说 明 我 们 完全 可 以 将 $ 中 的 元 与 $ 中 相应 的 元 等 同 .事实 上 ,我 们 已 经 这 样 
做 了 .例如 , 复数 域 含 有 一 个 子 域 1e + 0i| a € Ri 与 实数 域 同 构 , 因而 就 将 实数 a 与 复数 
a + 0i 等 同 了 ,也 将 实数 域 视 为 复数 域 的 一 个 于 域 了 . 

我 们 可 以 这 样 不 严格 地 来 理解 这 个 定理 .假设 有 本 小 说 R, 其 中 有 一 章 $5 除了 人 物 和 地 点 
名 称 外 ,故事 情节 完全 与 另 一 本 小 说 5' 雷同 .我 们 车 将 R 中 的 S$ 章节 用 5S’ 替换 造 出 新 书 R'( 此 
时 , R' 是 不 和 谐 的 ) ,保持 9' 完全 不 变 ( 包 括 人 物 和 地 点 的 名 称 ) ,而 参照 $ 与 8' 的 对 应 更 改 R 
中 其 它 章节 中 的 人 物 和 地 点 名 称 .这 时 ,新 书 R' 就 是 一 本 完全 和 谐 的 小 说 ,与 原来 的 民 完全 雷 
同 且 S$'( 保 持 不 变 ) 为 其 一 部 分 . 


习题 3-3 


1.R 是 环 , 我 们 称 Z(R) = {a € Rlar = ra(r € R)| 为 R 的 中 心 .证 明 一 个 环 的 中 心 是 
一 个 交换 子 环 (本 身 为 交换 环 的 子 环 ). 
2. 证 明 一 个 除 环 的 中 心 是 域 . 
3. 证 明 特 征 为 0 的 域 都 含有 一 个 与 有 理 数 域 同 构 的 子 域 、 
4. 找 出 加 群 丈 的 一 切 自 同 构 和 域 也 的 一 切 自 同 构 . 
5. 证 明 域 Q(i) = la +ib ECla,b E€ Q| 仅 有 两 个 自 同 构 .* 


3.4 ”多项式 环 


多 项 式 在 许多 学 科 中 有 重要 的 应 用 .其 实 ,关于 多 项 式 的 一 些 概念 我 们 还 不 是 非常 清楚 
的 .例如 ,我 们 早 就 被 定义 式 地 告知 , 若 a + bx+ cx =atPBrt+7Yx, 则 a = a,b=B,c=7Y. 
可 是 a+bx+cx 是 什么 呢 ?x 与 a.b,c 的 地 位 一 样 吗 ? 若 一 样 ， 当 
143.2+(-4).2 =(-9)+0.2+0.2 时 ,为 什么 -9,3 关 0,， -4 关 0?7 当 然 我 们 
会 说 x 与 普通 的 数 不 一 样 ,可 不 同 在 何 处 ?下 面 我 们 将 给 出 一 个 明确 的 说 明 .在 本 节 
直 假 设 R 和 RR 是 有 单位 元 1 的 交换 环 , 且 R 是 环 Ro 的 于 环 . 


1 一 元 多 项 式 
定义 。” 若 R, Ro 如 前 所 述 ,a E R, ,我 们 称 Ro 中 的 元 
z ago+aia+…+oaa (n€N,a€R) 
为 a 在 RR 上 的 一 个 多 项 式 , 称 a, 为 此 多 项 式 的 系数 . 


定理 1 RR 上 的 a 的 一 切 多 项 式 构成 Ro 的 一 个 子 环 ,1 是 它 的 单位 元 .我 们 用 R[aj] 表示 此 
环 , 称 其 为 R 上 的 a 的 多 项 式 环 . 
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例如 , 取 R = R 为 实数 域 , 则 /2 在 有 理 数 域 Q 上 的 多 项 式 环 为 
QIW2] = la+ bY2|a,b € Q}, 
这 是 因为 a + bY2 是 /2 在 Q 上 的 多 项 式 ,而 WN2)"(n € N) 是 整数 或 整数 与 /2 的 乘积 .事实 上 ， 
QIV2] 是 域 .但 /2 在 Q 上 的 多 项 式 与 我 们 熟知 Q 的 上 的 x 多 项 式 有 所 不 同 . 例 如 ， 
1+1.V2+1.QW2) =3+1.Y2+0.(W2), 
即 /2 在 Q 上 的 多 项 式 的 系数 不 唯一 .但 系数 唯一 的 多 项 式 是 很 重要 的 . 
定义 《JR 中 的 元 x 称 为 R 上 的 一 个 未 定 元 ,车 
aot+ axt++ax = 0(n EN,a,€ R) 
一 ao =… = an = 0; 
(2) 知 x 为 RR 上 的 一 个 未 定 元 , 当 a, 关 0 时 ,我 们 称 
Co + QIN 十 二 ax 
为 x 的 一 个 次 多 项 式 . 
定理 2 给 定 一 个 有 单位 元 的 交换 环 R ,一定 存 在 一 个 环 含有 R 上 的 一 个 未 定 元 x, 因 此 
存在 R 上 未 定 元 x 的 多 项 式 环 R[x]. 
证 明 ”首先 我 们 用 环 R 构造 一 个 环 P'、 
(1) 令 
P' = {(ao,Q1,"…)|ao,al,"… ER 中 仅 有 有 限 个 不 是 0}; 
(2) P' 的 加 法 : 
: (a0,a1,°") + (bo,b1,°) = (ao + bo,al + b1,°°), 
很 明显 (P', +) 是 加 群 , 零 元 0 = (0,0,…); 
(3)P' 的 乘法 : 
(ao,al，…)(pbo 0) = (aobo, aob1 + aibo, aoby + aibi + a2 bo, ). 
例行公事 ,我 们 可 验证 忆 对 上 述 运 算 封 闭 ,满足 结合 律 , 交 换 律 ,(1,0,0,…) 是 单位 元 ;此 
乘法 对 于 前 面 的 加 法 满足 分 配 律 .总 之 , P' 对 上 述 定义 的 加 法 和 乘法 构成 一 个 有 单位 元 的 交 
换 环 . 
(4) P' 中 含有 一 个 与 RR 同 构 的 子 环 
R’ = {(a,0,…)|a € R),(a,0,.%)era; 
(5) 由 上 一 节 的 散 补 定理 ,用 R 兰 换 P' 中 的 R' ,我 们 可 得 到 一 个 与 P' 同 构 的 环 P,P 的 单 
位 元 就 是 R 的 单位 元 1. : 
(6)P 含有 R 上 的 未 定 元 %: 
x = (0,1,0,…). 
首先 ,由 P 中 乘法 的 定义 ,我 们 很 容易 验证 : 
x = (0,…,0,1,0,…) (1 的 前 面 有 天 个 0); 
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若 在 PP 中， 
ao+axX+…+aX = 0, 
则 在 P 中 
(ao ,0,…) 十 (ai ,0，…)x 十 十 (a, ,0,°%)x" (0,0,.… ), 
(aoyaliy… Gn 0,… 三 (0.,0,……) ， 
从 而 a。= cc = … = a。= 0. 这 说 明 x 是 RR 上 的 未 定 元 . 


例 1 ”现在 我 们 给 出 一 个 特征 为 素数 p 的 无 限 域 : 任 取 一 个 特征 为 p 的 域 , 如 2, ,x 为 F 
上 的 未 定 元 . 令 
p(x) = {LE |f(#), er) € FIs] (glx) #0)) 

则 对 普通 有 理 式 的 加 法 和 乘法 , F(x) 是 特征 为 p 的 无 限 域 .1,x，,… ,x*,… 是 F(x) 中 的 无 限 
个 不 同 的 元 . 

2 未定 元 的 泛 性 

定理 3 ” 若 R[x], RLa] 都 是 有 单位 元 交换 环 R 上 的 多 项 式 环 , 且 x 为 R 上 的 无 关 未 定 
元 , 则 


o:f(x) Fm fla) 

是 RLx] 到 RLa |] 的 满 同 态 . 

为 什么 说 上 面 的 定理 重要 ,因为 它 道 出 了 未 定 元 的 一 个 重要 的 本 质 : 未 定 元 的 可 替换 性 或 
未 定 元 的 泛 性 .事实 上 ,从 上 面 R[x] 和 R[a] 的 构造 过 程 我 们 应 注意 到 :RLx] 中 的 未 定 元 x 
与 Rfa] 中 的 a 完全 可 以 来 自 两 上 不 同 的 环 .但 若 在 RLx] 中 有 关系 式 f(x) + g(x) = h(x)， 
f(x)g(x) = k(%x), 则 由 定理 4, 我 们 有 RLaj] 中 的 关系 式 

fla) + g(a) = h(a), f(a)g(a) = kl(a) 

但 注意 ,a 与 RR 只 要 能 容纳 在 同一 个 环 中 ,此 环 与 R 有 相同 的 单位 元 ,都 可 交换 . 


习题 3 -4 


1 .证 明 , 若 R 是 整 环 , 则 RLx] 也 是 整 环 . 
2. 在 乙 [x] 中 ,计算 (3x + 5x -4)(4x” -x + 3). 


3.p 为 素数 .证 明 Z,[x] 中 的 多 项 式 x - ** + 1 可 约 , 即 能 分 解 成 两 个 次 数 更 小 的 多 项 之 积 . 
3.5 ”理想 与 商 环 


“1 理想 
在 群 论 中 ,我 们 已 经 看 到 正规 子 群 和 商 群 在 群 的 研究 中 是 非常 重要 的 .在 环 论 中 ,我 们 也 
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巴 


有 完全 平行 的 理论 ,与 正规 子 群 对 应 的 是 环 的 理想 ,与 商 群 对 应 的 是 商 环 .为 此 我 们 先 考 察 环 


Z, 的 构造 过 程 . 
首先 ,nZ = {naia € 2 是 整数 环 也 的 加 群 的 一 个 正规 子 群 ,Z, 就 是 商 群 ZnZ, 在 Z 中 
定义 
(a + n2Z)(b + n2Z) = (ab) + mnZ， 
Z, 就 作成 了 一 个 环 . 


现在 我 们 提出 这 样 一 个 问题 :假设 1 是 环 R 的 加 群 的 一 个 子 群 ,我 们 就 有 一 个 加 群 R/T = 
fa + Tla € 7j .此 时 ,车 我 们 在 R/T 上 定义 
(a+ DD(b+1) = (ap) + 了 
那么 R/T 能 作成 一 个 环 吗 ? 
事实 上 ,名 上 面 定 义 是 合理 的 , 即 是 一 个 运算 , 则 按 环 的 定义 ,例行公事 ,我们 可 验证 R/I 
是 一 个 环 .那么 我 们 要 问 ,在 什么 条 件 下 上 面 的 定义 是 合理 的 , 即 下 列 推理 成 立 : 
CC+7Y=-a+7， pp+7r= b+ 一 ap+7= alp + 了 ， 
这 等 同 于 
a—-a, b-bE€E l=»ab -abiE€El; 
但 我 们 只 有 下 面 的 推理 
GG— adil, b-bEll a= at+iisb = bt+i(i,i EI) 
一 ap = ablitairt+ib+ii 
一 ap -cp = aitr+ ublt+iis. 
若 要 求 1 是 子 环 ,我 们 有 i。 € 7, 但 我 们 还 无 法 保证 a i , iub1 E 了 都 成 立 . 但 我 们 看 到 若 1 再 
满足 下 列 条 件 (I 已 经 是 加 群 R 的 子 群 了 ), 就 有 计 记 EIT 和 ais,iib1 EE 1, 从 而 ab - ap E 17， 
即 上 述 定义 的 就 是 RIT 上 的 运算 了 : 
re R,iE€E Issn, ir€El. 
有 趣 的 是 这 个 要 求 并 不 过 分 , 即 它 是 保证 上 述 定义 的 是 R/T 上 二 元 运算 的 充分 必要 条 件 . 
事实 上 , 若 定义 合理 , 则 
rER,iEIo= r+i=r+i, i+Ii=0+1 
— ri+i= r+I=1I, w+ii=0O0r+rIi=1 
ir, rELl. 
定义 ”(1)1 是 环 R 的 子 环 ,车 1 再 满足 下 列 条 件 我 们 就 称 了 是 R 的 理想 , 记 为 1 < R: 
rE€ER,iE€E Iorni, ir€El; 
(2) 当 I<R 时 ,加 群 R/T = {a + Tla € RI 在 乘法 
(a+ DD(b+1)= (ab)+l1 
之 下 构成 的 环 称 R 的 ( 模 的 ) 商 环 . 
例如 ,nmZ<Z,Z = ZinZ. 
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例 1 每 个 环 尺 都 有 两 个 平凡 理想 , 零 理 想 {0| 和 单位 理想 RR 本身 .R/{0| = R,R/R = {0|. 
例 2 和 若 o:R 一 R 为 环 同 态 , 则 kerc 局 尺 .事实 上 ,我 们 已 知 kerc 为 R 的 子 环 ; 男 一 方面 ， 
我 们 有 
rE R,aE€kero=»0(ra) = ol(r)ola) = 0， 
a(ar) = o(a)o(r) = 0 
8 ra, ar € kero. 
例 3 除 环 只 有 平凡 理想 .事实 上 ,假设 1 是 除 环 D 的 一 个 非 零 理想 ,a € 1,a xz 0, 则 
aa” = 1 € 了 7, 进而 
dED,IE Iod = dE€ IssDc sD=1. 
上 面 的 例子 说 明理 想 对 于 除 环 和 域 没 有 什么 意义 . 
例 4 车 RR 是 有 单位 元 的 交换 环 , 则 R[x] 中 常数 项 为 0 的 一 切 多 项 式 之 集 (x) 是 R[x] 
的 理想 . 且 R[x]/(x) = R. 事 实 上 ,(x) 是 R[x] 的 理想 是 明显 的 ; 另 一 方面 , 知 
f(x) = a0+ ax t+" + QnX ， 
则 f(x) + (x) = ao + 《%), 因 而 
o:f(x) + (%)m~ ao 


就 是 R[x]/(x) 到 R 的 同 构 . 车 是 域 ,此 例 说 明 F[x]/(x) 就 是 域 . 
2 生成 理想 


给 了 一 个 环 ,我 们 常常 在 R 中 取 一 些 元 :a1,… ,a, 探讨 R 中 包含 a ,…, a， 的 最 小 理想 
是 什么 样 的 ?我 们 称 这 个 理想 为 a ,…,a, 生成 的 生成 理想 , 记 为 (al,*…,a,). 为 了 看 看 
(a,,…,a,) 是 什么 样 ,我 们 先 取 一 个 a € R. 由 于 a GE (a), 再 由 理想 的 定义 我 们 知 
x,y,s st E Rn EL xay,sa,at,na € (a) 
-> 2 Xay +sa+at+na€ (a); 


反之 ,一 切 xay + sa + at + na 的 集合 恰好 是 RR 的 含 a 的 理想 .因为 两 个 这 样 元 的 差 还 是 这 
样 的 ; R 中 任何 一 个 元 无 论 从 左边 还 是 右边 乘 这 样 的 元 ,结果 还 是 这 样 的 . 

定义 ”我 们 称 理想 

(a) = { > xay +sa+at+nalx,y,s,t E R,nE€ Zz} 

为 由 a 生成 的 主 理 想 . 

评注 :(1) 当 R 是 交换 环 时 ,xay = xya,at = ta ,从 而 

(a) = {ra+nalr€E R,n€2Z); 
(2) 当 R 有 单位 元 时 ,sa = sal,at = lat,na = (nl1)al, 从 而 


(a) = {Droylz,y € R}; 
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(3) 当 R 有 单位 元 ,又 可 交换 时 ， \ 
(a) = {ralr € R}; 

(4) (a ,0s) = ts1 + "+ sn | € (a)}. 

事实 上 , 例 4 中 的 理想 就 是 R[x] 的 主 理想 (%) .不 过 ,并 不 是 每 个 理想 都 是 主 理想 , 见 本 节 


习题 7. 


3 ” 环 的 同 态 定理 


与 群 的 同 态 定理 完全 平行 ,我 们 有 环 的 同 态 定理 . 

定理 1 和 若 1 了 JR, 则 RR 与 R/I 同 态 . 

证 明 令 r:rhH=r+ 7. 例 行 公事 ,我 们 可 验证 r 是 尺 到 R/7 的 满 同 态 . 
定理 2 若 o 是 环 R 到 R’' 的 满 同 态 , 则 R/kerc = 尺 . 

证 明 令 z:r + kerchH= a(7), 容 易 验 证 ,此 映射 是 R/kero 到 R' 的 同 构 . 
最 后 我 们 指出 ,理想 是 同 态 不 变性 . 

定理 3 车 o 是 环 R 到 R 的 同 态 , 则 我 们 有 

(1)14 R=—0(1) dR’; 

(DI IR (7 )AR. 

证 明 ”此 定理 的 证 明 与 群 中 一 样 , 留 作 练习 . 


习题 3-5 


1. 若 R = 2Z 是 偶数 环 ,证 明 1 = {4rlr € R} 是 R 的 理想 .1 = (4) 成 立 吗 ? 
2. 证 明 ,在 Z 中 ,13,7} 生成 的 理想 (3,7) = (1). 

3. 证 明 , 在 Q[x] 中 ,12,x} 生成 的 理想 (2,x) 是 主 理想 . 

4. 证 明 两 个 理想 的 交还 是 理想 . 

5. 找 出 环 Z6 的 所 有 理想 . 

6. 假 定 环 R = {a + bi|a,b, € 2Z} ,那么 环 R/(1 + i) 有 和 多少 个 元 素 ? 
7, 证 明 , 在 Z[x] 中 ,1!2,x} 生成 的 理想 (2,x) 不 是 主 理想 .* 


3.6 ” 极 大 理想 ” 商 域 


以 上 几 节 是 关于 环 的 一 般 理论 的 .以 下 我 们 讨论 如 何 由 一 个 交换 环 来 造 一 个 域 .例如 ,由 


整数 环 乙 , 我 们 至 少 可 以 造 两 个 域 ,Z/(p) = Z,(p 为 素数 ) 和 Q. 本 节 我 们 就 推广 这 两 种 方法 . 


1 极 大 理想 
定义 ”一 个 环 R 的 理想 1M 称 为 R 的 一 个 极 大 理想 ,假若 WN xz R, 且 在 M 和 RR 之 间 不 再 
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有 其 它 理想 , 即 
MCIIJR,M G2 I=1 = R. 

例 1 若 bp 是 素数 , 则 (p) 是 整数 环 乙 的 极 大 理想 .事实 上 , 若 (p) C 1<Z,1 zz (p), 则 有 
qg€El,gqg¢(p)= pZ, 即 pg, 从 而 (p,q) = 1. 于 是 ,存在 s,t1 € Z 使 p+ tg = 1E€ 1 了 7. 这 说 
明 7 = Z. 

例 2 我们 已 知 ,当下 是 域 时 ,F[x]/(x) = 下 是 域 .我 们 说 (x) 是 F[x] 的 极 大 理想 .和 者 
(x) C14F[x],I1 六 (x), 则 71 一定 有 一 个 元 f(x) ¢ (x) = {xg(x)|g(x) E 开 [xj xz) 的 
常数 项 a。z 0. 于 是 ， 

flx) = xh(x) + ao 天 ao = f(x) - xh(x) EI 
D1 = aa E 1 一 [= Flx]j. 

事实 上 ,我 们 有 更 一 般 的 绪论 . 

定理 1 设 情 是 一 个 有 单位 元 的 交换 环 ,M 是 R 的 理想 , 则 M 是 R 的 极 大 理想 >R/M 为 域 . 

证 明 ” (二) 设 MH 是 尺 的 极 大 理想 .由 于 M 关 R, 故 RI/M 中 的 单位 元 1 + M 与 零 元 0+ M 
不 同 ; 令 a+ 及 z 有 M, 则 a gg M. 造 尺 的 由 {al U M 生成 的 理想 (a, MM) ,我 们 容易 证 明 

(a,M)= {s+mlsE€E(a),m € M}. 
由 于 Mc (a,MM),a ec MM, 故 (a,M) = RR. 于是， 
l=ra+mE(a,M)—o=ra-1€EM 
>>ra+M=1+M 
(r+ M)(a+ M)=1+M, 
即 a + MM 在 R/M 中 可 逆 . 从 而 R/M 为 域 . 

(一) 设 RIM 为 域 .由 于 1+ MM 六 0+ 必 , 故 用 产 RR. 现 在 假设 1IdR, 且 McC 7,M 关 1. 令 

a € 1,a ge M. 由 于 a+ 及 0+ MM,R/M 是 域 , 故 存在 b+ MM 使 
(a + M)(b+M)=ab+M=1+M, 
即 abp-1= iE€ McCc 1. 于 是 ,1 = ab - i E€ 1 一 7 = R, 这 说 明 M 是 R 的 极 大 理想 . 


2 商 域 


现在 我 们 讨论 通过 扩大 一 个 环 来 构造 域 的 方法 .例如 ,整数 环 就 可 以 扩大 成 有 理 数 域 .由 
”于 域 没有 零 因子 , 且 可 交换 ， 因而 能 扩大 成 域 的 环 是 无 零 因 子 的 交换 环 .我 们 说 此 条 件 足 够 了 . 
定理 2 ”每 个 无 零 因 子 的 交换 环 R 都 是 一 个 域 的 子 环 . 
证 明 ”以 下 我 们 由 R 构造 一 个 含 RR 的 域 ,本 质 上 ,其 过 程 与 整数 造 有 理 数 的 过 程 一 样 . 
R* 二 R - {0| ,我们 在 Rx R* = {(a,5)1a € R,b EE R"| 上 定义 一 个 关系 : 

(ga,b) ~ (c,d)ad = be; 


完全 例行公事 ,我 们 可 验证 ~ 是 x R* 上 的 一 个 等 价 关系 .我 们 用 久 表 示 (a, 5) 所 在 的 等 价 
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类 , 记 等 价 类 的 集合 为 
0= {fla€e R,s€ Rl. 


在 CO 上 我 们 定义 加 法 和 乘法 如 下 : 
a,c¢c_adtbc aec a. 
brid bd ' bd 
同样 ,完全 例行公事 ,我 们 可 验证 0 对 上 面 的 加 法 和 乘法 构成 一 个 域 , 且 
0 b a -a 
0= 忆 ，1= 记 ， - 方 = 本 (a # 0); 


\ 若 我 们 定义 o:a ~ 鲁 , 则 a 是 RR 到 0 的 子 环 
R’ EE { 汪 ia E R| 


的 同 构 .我 们 用 a 替换 @ 中 的 吧 .此 时 ， 


而 且 
O ={fob la€ R,bER'}. 
定义 ” 设 丸 为 无 零 因 子 的 交换 环 . 若 域 
O={fab lcER,DER]， 
则 我 们 称 8 是 RR 的 商 域 . z 
评注 :(1) 每 个 无 零 因 子 的 交换 环 R 都 有 商 域 ; 
(2) 由 上 面 的 构造 我 们 看 到 同 构 的 环 , 其 商 域 也 必然 同 构 ; 
(3) 不 同 构 的 环 ,其 商 域 可 以 同 构 .例如 ,整数 环 Z 和 偶数 环 2Z 的 商 域 都 是 有 理 数 域 Q. 
(4) 包含 环 R 的 任何 域 都 包含 R 的 一 个 商 域 .事实 上 , 若 域 包含 环 R, 令 0 = 
{ab |a€ R,bE R'}, 则 0 是 R 的 商 域 . 


习题 3-6 


1. 若 环 R = {a + bila,b € ZZ} ,证明 R/(1 + i) 是 域 . 

2.(x) 是 不 是 ZLxj] 的 极 大 理想 ?(x) 是 不 是 QL x] 的 极 大 理想 ? 

3. 若 交换 环 R 有 非 零 的 单位 元 ,只 有 平凡 理想 .证 明 此 环 是 域 . 

4. 证 明 ,(4) 是 偶数 环 2Z 的 极 大 理想 ,但 2Z/(4) 不 是 域 .“ 

5. 设 R 为 整 环 ,a,b ER,o = 让,a” = ,这 里 m,n 为 两 个 互 素 的 正 整 数 .求证 a = b.* 
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6. 求 证 多 项 式 x? + x +1 在 Zw[x] 内 不 可 约 (不 能 分 解 为 次 数 更 小 的 两 个 多 项 式 的 乘积 )， 
且 主 理想 了 = (xz + x + 1) 为 乙 [x] 的 极 大 理想 ;有 [zx]/7 为 4 个 元 素 的 域 . 列 出 此 域 的 元 素 ， 
并 写 出 此 域 的 乘法 表 和 加 法 表 . 
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第 4 章 域 上 多 项 式 的 因 式 分 解 


整 环 上 ,特别 是 域 上 多 项 式 环 在 许多 方面 有 其 重要 的 应 用 .在 这 一 章 中 我 们 将 讨论 域 上 多 
项 式 环 的 一 个 重要 性 质 一 一 唯一 分 解 性 ,此 性 质 也 是 域 上 多 项 式 环 的 应 用 基础 .在 本 章 的 最 
后 一 节 , 我 们 将 指出 数 域 上 的 多 项 式 环 的 分 解 特性 .无 特别 声明 ,本章 中 F[x] 表示 域 上 的 
未 定 元 % 的 多 项 式 环 ,3(P) 表示 多 项 式 f(x%x) 的 次 数 . 


4.1 多 项 式 的 整除 


1 多 项 式 的 整除 


我 们 知道 , 整数 环 Z 有 唯一 分 解 性 ， 即 任何 一 个 非 零 整 数 a 都 可 唯一 地 分 解 为 a = 
+ ph p2… pk ,这 里 pi ,ps，,…,p, 是 素数 .在 本 章 中 , 我 们 将 证 明 多 项 式 环 F[x] 也 有 类 似 的 性 
质 . 首 先 我 们 在 环 中 要 定义 整除 ”和 “不 可 约 多 项 式 ' ,不 可 约 多 项 式 相当 于 整数 环 Zz 中 的 素数 . 

定义 ” 设 f/(x),g(x) E PR[xj], 知 存在 ix) E FLx| 满足 

f(x) = g(x)h(x), 

则 我 们 称 g(x) 整除 f(x), 记 为 g(x) | f(x), 并 称 g(x) 为 A(x) 的 因 式 ,或 称 f(x) 是 g(x) 的 
倍 式 ; 若 g(x) 不 是 f(x) 的 因 式 , 记 为 g(x) 让 f(x). 

我 们 知道 ,讨论 整数 的 整除 时 ,最 基本 的 方法 是 带 余 除法 ,在 讨论 多 项 式 的 整除 性 时 我 们 


同样 可 用 市 余 除 法 . 
例 1 ”在 QLxj 内 我 们 有 下 面 多 项 式 的 长 除法 : 

3x 十 13 
x2-3x +1 32z +422 -5Sx +6 
3x -9xz-+3x 
13x”″”- 8x+6 
13x” —39x +13 
31lx—7 

上 式 相当 于 下 面 的 分 解 式 : 


3 + 4x 2 -Sxr+6= (3x+13)(x: -3x + 1)+ (31lx -7). 
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例 2 在 及 [x] 内 我 们 有 下 面 多 项 式 的 长 除法 : 


X 十 2 


x -1 Xx +2x”* +2x +l 


Pe 


上 式 相 当 于 下 面 的 分 解 式 : 
x+2x+2x+1= (x-1)(x +2). 

定理 1( 带 余 除法 ) 若 f(x),g(x) € F[x],g(x) 关 0, 则 存在 唯一 的 q(x),r(x) E€ F[x] 使 

, f(x) = q(x)g(%) + r(x), 
其 中 3(r) < 3(g) 或 r(x) = 0. 这 里 , 称 q(x) 为 g(x) 除 作 x) 的 商 式 ;r(x) 为 g(x) 除 f(%) 

的 余 式 . 

证 明 存在 性 ) 

(1)f(x) = 0: 此 时 , 取 g(x) = r(x) = 0. 

(2) 设 f(x) #0,3(f) = mn,a(g) = m. 

@n < m: 此 时 , 取 g(x) = 0,r(x) = f(x); 

On > m: 此 时 ,用 例 1 所 示 的 多 项 式 长 除法 ,我 们 可 得 到 满足 条 件 的 g(x),r(%). 

(唯一 性 ) 设 g1(x),ri(x) 也 使 

f(x) = qi(x)g(%x) + ri(x), 
其 中 3(r,) < 9(g1) 或 r(x) = 0. 于 是 ， 
q(x)g(x) + r(x) = qi(x)g(x) + ri(%), 
从 而 
(q(x) — gi(x))g(x) = ri(x) - r(x). 
若 g(x) - gi(x) 关 0, 又 因 g(x) 关 0, 则 
n(x) — r(x) zz0,9(g - q1) +9(g) = ar - 7); 
另 一 方面 ,3(r - r) < 9(g), 因 而 9(qg - qi) + 9(g) = 9(r - r) 不 能 成 立 , 从 而 

z q(x) - qi(x) =0, r(x)- r(x)=0, 
即 满足 条 件 的 g(x) ,r(x) 唯一 . 


推论 ”车 f(x),g(x) € Fl[x]，g(%x) 关 0, 则 g(x) 1x)esg(z) 除 f(x) 的 余 式 
r(x) = 0. 
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2 最 大 公 因 式 


公 因 式 : 敬 h(x) | f(x),h(x) | g(x), 则 称 h(x) 为 f(x) 和 g(x) 的 公 因 式 . 
最 大 公 因 式 : 若 d(x) 为 A(x) 和 g(x) 公 因 式 , 且 d(x) 能 被 f(x) 和 g(x%x) 任何 一 个 公 因 
式 整 除 , 则 称 d(x) 为 f(x) 和 g(x) 的 最 大 公 因 式 . 
评注 : (1) 者 di(x),d,(x) 都 为 f(x),g(x) 的 最 大 公 因 式 , 则 d(x) | d(x)， 
d(x) | di(x), 从 而 di(x) = cds(x) (ec 产 0); 车 f(x),g(x) 不 全 为 0, 则 它们 的 最 大 公 因 式 
不 是 0, 此 时 我 们 用 (f(%),g(x)) 表示 首 项 系数 为 1 的 最 大 公 因 式 . 
(2) 寿 几 zx) = g(x)g(%x) + r(x), 则 f(x),g(x) 和 g(x),r(x) 有 相同 的 最 大 公 因 式 . 
定理 2 对 于 任何 f(x),g(x) € F[x], 它 们 在 F[x] 内 存在 最 大 公 因 式 dc(x) ,而且 存在 
u(x),v(x) €E F[x] 使 


d(x) = u(x)°* f(x) + v(x). g(x). 
证 明 (1) 若 A 作 x),g(x) 中 有 一 个 为 0, 如 g(x) = 0, 结 论 成 立 , 且 
fx)=1.f(x)+1. g(x) 
(2) 设 fx)g(x) 头 0. 我 们 做 如 下 的 轰 转 相 除 , 余 式 为 0 时 ,停止 .为 了 清晰 ,假设 r,(x) xz 0， 
r(x) = 0: 


f(x) = qi(x)g(x) + ri(x), 
8g(%) = g(x%)ri(x) + r(x), 
ri(x) = ga(%)r(x) + ra(%), 
ra(%) = qa(x)rs(x) + r(x) (r(x) = 0). 
由 上 述 各 式 我 们 看 出 r;(x) 为 r;(x),r,(x) 的 最 大 公 因 式 ;r;(x) 为 r,(x),ri(x) 的 最 大 公 因 
式 ;rs(x) 为 r(x),g(x) 的 最 大 公 因 式 ;rs(x) 为 g(x),f(x) 的 最 大 公 因 式 : 
ra(%) = ri(x) — ga(x)r(x) = r(x) - gs(x)L g(x) — q(x)ri(%)] 
r(x)k(x) + I(x)g(x) 


[f(x)— q(x)g(x))k(x) + I(x)g(x) 


= u(x)f(x) + v(x)g(x). 
例 3 在 QLxj] 内 , 令 


f(x)= x +x +x +2x+1, 


g(x%) = x + wi, 
求 (f(x),g(x)), 并 求 u(x),v(x) 使 


(f(x), g(x)) = u(x) * f(x) + v(x)* g(x). 
解 ”加 转 相 除 如 下 : 
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f(x) = 


(x) = 
~x-l® 
gx) x+ 好 + 和 巡 +2x+1 


2 
x + 


Xx 
n(x)= x +2x+1 
了 
x +x 
X%+1 
和 十 工 


ri(x)=0 


qs(x) = x+1， 


r(x)= x+l 


由 此 我 们 得 到 


(f(x),g(x)) = r(x)= x+l; 


而 且 
x+1= (gqg)f+ (1+ gqg)g = (~-%—1)f(x)+ (x — x +1)g(x). 


3 互 率 多 项 式 


定义 。” 若 (f(x),g(x)) = 1, 则 我 们 称 f(x) 和 g(x) 互 索 . 
定理 3 f(x),g(x) 互 素 全 存在 zx(x),o(x) 使 
u(x)f(x) + v(x)g(x) = 1. 
证 明 ”由 定理 2, 这 是 明显 的 . 
定理 4 若 f(x),g(x) 互 素 , 且 f(x) 1 g(x)h(x), 则 
f(x) | h(x). 
证 明 ”由 定理 3, 存 在 u(x),v(x) 使 
u(x)f(x) + v(x)g(x) = 1, 
从 而 
u(x)f(x)h(x) + v(x)g(x)h(x) = h(x). 
于 是 ,f(x) | h(x). 
评注 ,最 大 公 因 式 和 互 素 的 概念 可 以 扩展 到 多 个 多 项 式 上 ,而 且 也 有 类 似 的 结论 . 
习题 4-1 
1 .分别 在 Q[x] 和 艺 [x] 中 , 求 g(x) 除 f(x) 的 商 式 g(x) 和 余 式 r(x): 
(1)f(x)= x -3x -x%-1, g(x)-= 3x* — 2x + 1; 
(2)f(x) = x -2x+4, g(x) = x -x+2. 
2. 分 别 在 QL[x] 和 [x] 中 , 求 (f(x),g(x)): 
(1) f(x) = x + 3x° -3x2 -4x-1,g(x) = x + x x-l; 
(2)f(x) = x -4x +1, g(x) = x 3x :+1. 
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3. 若 fi(x) | g(x), f(x) | g(x), 且 (f(x),f(x)) = 1, 求 证 
f(x)f(x) | g(x). 


4.2 多项式 的 因 式 分 解 


1 不 可 约 多 项 式 


在 本 节 中 ,我 们 讨论 FLx] 中 多 项 式 的 分 解 问题 .在 中 学 ,我 们 学 过 多 项 式 的 因 式 分 解 , 最 
终 将 一 个 多 项 式 分 解 到 不 可 再 分 为 止 .但 我 们 是 靠 直观 判断 不 可 再 分 的 .事实 上 ,可 不 可 再 分 
是 相对 的 ,如 在 Q[x] 内 

x -4= (x -2)(x +2) 
不 能 再 分 了 ;但 在 RLxj 内 
x -4= (x -V2)(x +V2)(x’ + 2); 
又 在 CLxj] 内 
x_4= (xx-V2)(x +V2)(x ~-V2i)(x +V2i. 

对 于 不 可 再 分 多 项 式 ,我 们 给 出 严格 定义 ， 即 不 可 约 多 项 式 . 

定义 ”多项式 p(x) € FLx] 称 为 Ff 上 的 不 可 约 多 项 式 , 若 它 的 次 数 > 1, 且 在 F[x] 内 
不 能 分 解 成 两 个 次 数 更 小 的 多 项 式 的 乘积 ;否则 称 其 可 约 . 

例 (1) 对 于 任何 域 ,x + a 在 F[x] 内 不 可 约 ; 

(2)x” -2 在 QLx] 内 不 可 约 ; 

(3)x”+ x +1 在 R[x] 内 不 可 约 ; 

(4)x*”+x* +%+1 在 R[x] 内 可 约 , 因 为 

x +x+x+1= (x +1)(x+1); 

(5)x? + 1 在 妃 [x] 内 可 约 , 因为 x* +1 = (x+1)(x+1). 

不 可 约 多 项 式 的 两 个 基本 特性 如 下 : z 

(1)p(x) € F[x] 不 可 约 电 它 在 FLx] 内 的 因 式 仅 有 非 零 常数 和 c. p(x)(c EF,c 0); 

(2) 若 p(x) 不 可 约 ,f(x) E FLx], 则 p(x) | fx) 或 (p(x),f(x)) = 1. 事 实 上 , 知 
(p(x),fA(x)) = d(x), 则 d(x) = 1 或 d(x) = ce. p(x)(c 0), 后 者 为 p(x) | f(x). 

定理 1 车 p(x) 不 可 约 , 且 p(x) 1 f(x)g(x), 则 p(x) | f(x) 或 p(x) | g(x). 

证 明 设 p(x) 仆 A(x), 则 (p(x),f(x)) = 1. 又 p(x) | f(x)g(x), 从 而 p(x) | g(x). 

定理 2 域 下 上 的 任何 一 个 次 数 > 1 的 多 项 式 fx) 都 可 分 解 成 FLxj] 中 大 干 不 可 约 多 项 
式 的 乘积 , 且 若 不 记 因 式 的 次 序 , 分 解 是 唯一 的 , 即 若 

f(x) = pi(x)**p,(x) = gx) gx) 
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是 f(x) 的 两 个 这 样 的 分 解 , 则 。= :, 且 重 排 因 式 的 次 序 后 ,有 
pi(x) = cgi(x),c EP (i=1,.,s). 
证 明 ”( 存 在 性 ) 若 f(x) 本 身 不 可 约 , 结论 成 立 ; 否则 Ax) = 有 (x)f(x). 此 时 , 大 
fi(x) ,f(x) 都 不 可 约 , 结论 成 立 .如 此 下 去 ,用 x) 可 分 解 成 若干 不 可 约 多 项 式 的 乘积 . 
“ 《唯一 性 ) 设 
f(x) = pi(x)…p(x) = qi(x)*" gq, (x), 
pi(%),… ,p(X%) ,gi(x),…,gq,(%) 都 不 可 约 , 则 
pi(x) | qi(%)'**g.(%). 
由 定理 1, pi (x) 整除 g1(x),…, gq,(%) 之 一 .不 妨 设 p(x) | q(x) .由 于 pi:(%x),qi(x) 都 不 可 
约 , 从 而 
pi(%) 二 ci1qi(%)(ci € P,o) # 0). 
在 pi(x)…p,(x) = qi(x)…g,《(x) 中 消去 p(x),gi(%) ,我 们 得 到 
pa(x)…ps(x) = ci ga(Cxz) q(x); 
如 此 下 去 ， 我 们 可 知 唯一 性 成 立 . 
评注 :由 上 述 定理 , 域 i 上 的 任何 一 个 次 数 二 1 的 多 项 并 由 < 在 本 都 可 分 解 为 
f(x) = cph(x)p2(x)…p2(x)， 
这 里 ,c 是 f(x) 的 首 项 系数 ,mi(z),…,P,(x) 为 首 项 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 . 上 述 分 解 称 为 
f(x) 的 标准 分 解 式 . 


习题 4- 2 


1. 在 ZIx] 内 ,将 和 + 和 +x+l 分 解 成 不 可 约 多 项 式 的 乘积 . 
2. 在 媚 [x] 内 ,将 x 一 1 分 解 成 不 可 约 多 项 式 的 乘积 . 
3 .求证 ,在 乙 [x] 内 ,多 项 式 姑 + 和 + 和 二 和 二 1 不 可 约 . 


4.3 “多项式 的 根 


定义 令 f(x) = ax + a ++ axr+aok Flx]. 若 aEF 使 
fla) = aaa" + aioa +…+aa+ao = 0, 
则 我 们 称 a 为 f(x) 在 内 的 根 
定理 1 a 为 f(x) 在 F 内 的 根 (x -a) | f(x). 
证 明 ”由 多 项 式 的 带 余 除法 ， 
f(x) = q(x)(x -a)+t+r, rE€EFk. 
若 f(a) = 0, 则 得 到 = 0, 从 而 (x - a) 1 f(x); 反之 ,明显 . 
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推理 1 域 正中 天 个 不 同 的 元 cl ,aa as 为 f(x) 的 根 坟 (x -ai)(x -ao)…(x - Qs) | f(x). 
推理 2 F[x] 中 n(n > 1) 次 多 项 式 在 域内 最 多 有 nn 个 根 . 
这 两 个 推理 的 证 明 留 作 习 题 . 
定义 ”大 a EF,(x -a)* | f(x),k > 1, 则 我 们 称 a 是 f(x) 的 重 根 . 
下 面 ,我 们 讨论 判别 重 根 的 方法 ,这 和 需要 引入 多 项 式 的 导数 . 
多 项 式 的 导数 : 若 f(x) = ax + a,_i1x"! +… + ao， 则 称 
| f(x) = nar + (nl1)a rx? + .+ 2a2Y + a 
为 f(x%x) 的 导数 . 
无 疑 ,多 项 式 的 导数 来 自 微 积分 , 它 与 微分 学 中 导数 的 运算 性 质 相 同 . 
定理 2 a 是 f(x) 的 重 根 yx - ca 为 F(x) 的 因 式 . 
证 明 知 c 是 Fx) 的 重 根 , 则 
f(x) = (x ~- a)'g(x),k > 1,(x -a)te(x), 
从 而 
f'(x) = (x—-a) [kg(x)+ (x -~ a)g’ (x)], 
这 说 明 (x - a)|f'(x). 
车 a 不 是 f(x) 的 重 根 ， 则 
f(x) = (x - a)g(x),(x - a)t g(x), 
从 而 
f(x) = g(x) + (x-a)g(x),f'(a) = g(a) #0, 
这 说 明 (x - a) 上 f(x). 
由 此 定理 我 们 得 到 下 面 的 推理 . 
推理 。” 若 在 FLx] 内 (f(x),f'(x)) = 1, 则 在 域内 f(x) 没有 重 根 . 


习题 4-3 


1. 在 Q[x] 内 , 举 出 一 个 多 项 式 f(x), 它 在 Q 内 没有 重 根 ,但 
(f(x),f’'(x)) #1. 
2. 若 在 FLx] 内 (f(x),f(x)) = 1, 且 EE 下 为 一 个 包含 下 的 域 , 求 证 ,在 域 互 肉 Ax) 仍 
然 没有 重 根 . 
3. 求 x* -x 在 Z[x] 内 的 标准 分 解 式 . 
4. 证 明定 理 1 的 推理 1. 
5. 证 明定 理 1 的 推理 2. 
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4.4 ” 数 域 上 的 多 项 式 


1 复数 域 和 实数 域 


代数 学 基本 定理 每 个 次 数 > 1 的 复 系 数 多 项 式 在 复数 域内 至 少 有 一 个 根 . 

此 定理 证 明 的 难度 远 远 超 出 了 本 课程 的 要 求 ,在 复 变 函数 论 中 可 以 给 出 较 简 单 的 证 明 .此 
定理 之 所 以 称 为 代数 学 基本 定理 是 因为 在 历史 上 ,代数 学 曾 以 一 元 方程 的 解 为 中 心 ,此 问题 已 
了 结 .现代 代数 学 有 许多 思 新 的 领域 ,本 定理 称 为 代数 学 基本 定理 已 成 为 历史 ,作为 本 定理 的 
等 价 结论 ,我 们 有 如 下 重要 的 定理 . 

复 系数 多 项 式 因 式 分 解 定 理 。 每 个 次 数 > 1 的 复 系数 多 项 式 在 复数 域内 都 可 分 解 成 一 
次 式 的 乘积 , 即 若 C[x] 中 次 数 > 1 的 多 项 式 f(x) 有 如 下 标准 分 解 式 
f(x) = a(x -aa(xz -az)2 (x -as)， 

这 里 al ,as,… ,a, 互 不 相同 ,1,1,*…,l, > 0. 

评注 : 若 z € C 是 实 系数 多 项 式 f(x) 的 根 , 则 z 也 是 f(x) 的 根 ,因而 所 x) 的 虚 部 不 为 0 的 

根 共 轩 e 成 对 出 现 . 另 一 方面, 车: = a + bi(b zz 0), 则 
(x -zx-2)= xX- (z+2)x+T= x -2axrx+ (a +b) 
没有 实 根 .由 此 我 们 得 到 下 面 的 实 系 数 多 项 式 因 式 分 解 定理 . 

实 系 数 多 项 式 因 式 分 解 定 理 。 每 个 次 数 > 1 的 实 系数 多 项 式 在 实数 域内 都 可 分 解 成 若 

干 一 次 式 和 车 于 二 次 式 的 乘积 , 且 这 些 二 次 式 在 实数 域内 无 解 . 


例如 ， 
x -x+x-l1= (x-1)(x +1) 
a i) 1s 0 
0 
= (x — 1)(x* -V2x + 1)(x’ ek 
2 ”有理数 域 


在 有 理 数 域 中 多 项 式 的 分 解 是 复杂 的 ,没有 复数 域 和 实数 域 那 样 好 的 结果 .我 们 仅 指 出 两 点 : 
(1) 有 理 系数 多 项 式 的 分 解 可 以 归结 为 整 系数 多 项 式 的 分 解 ; 

(2) 在 有 理 数 域内 存在 任意 次 的 不 可 约 多 项 式 . 

为 了 导出 这 两 个 结论 ,我 们 引进 本 原 多 项 式 的 概念 . 

本 原 多 项 式 :一 个 非 零 的 整 系数 多 项 式 称 为 本 原 多 项 式 , 若 它 的 全 部 系数 互 素 , 即 它们 的 
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最 大 公 因 子 为 1. 
例如 ,3x - 4x + 5x - 6 为 本 原 多 项 式 . 


评注 : 若 /(x) E Q[x]' , 则 /(x) 可 改写 为 Kx) = g(x),g(%) 为 整 系数 本 原 多 项 式 .例如 ， 


久 x 二 pe 一 各 4 = 全 (5x 一 15x’ = 3x). 


定理 1(Gauss) ”两 个 本 原 多 项 式 的 乘积 还 是 本 原 多 项 式 . 
证 明 设 
f(x) = ox + AX + + Aart+ ao， 


1 
+ "+ bxt+t+ bo 


g(x) = bx + bx 
为 两 个 本 原 多 项 式 .假设 
f(x)g(x) = dx +d ix ++ dix+do 
不 是 本 原 多 项 式 , 则 存在 一 个 素数 p 能 整除 4d,, ,…, di , do .由 于 斤 x),g(x) 都 是 本 原 多 项 式 ， 
因而 我 们 可 假设 
plao,*,pl a,p ta;; 
plbo,,p | bp kb,. 
我 们 来 看 d;,; ,由 乘积 的 算法 ， 
di 二 C0 Di 十 CGI Di-1 十 “十 Gil bi + aib; + Ginbii+ + Qirj-1b1 + aitibo . 
由 于 p 整除 4d,;, 及 上 式 加 项 中 除了 ab 以 外 的 每 一 项 ,这 是 予 逢 的 . 
定理 2 若 f(x) € Z[x] 在 QLx] 内 可 约 , 则 它 在 ZLxj] 内 也 可 约 . 
证 明 设 
f(x) = g(x)h(x);g(x), h(x) E QLx];9(g),9(h) < 9(f), 
则 
f(x) = a fi(x), g(x) = r* gi1(%), 
h(x) = s: h(x),a EZ,r,s EQ, 
这 里 (x),g1(%x),hi(%x) 为 本 原 多 项 式 . 于 是 ， 
afi(x) = (rs)gi(x)h(x); 
而 本 原 多 项 式 的 乘积 还 是 本 原 多 项 式 , 从 而 = = + a. 因 此, 我 们 有 f(x) 在 ZLx] 内 的 分 解 式 
f(x) = [rsg1(x)]h(x). 
定理 3 设 f(x)=x +aix ++ax+dao€EZlx], 且 7 为 f(x) 的 有 理 根 , 则 > 
为 整数 , 生 r | ao. 


证 明令 r= 之 ,(a,5) = 1. 由 条 件 ,在 Q[x] 内 ， 
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囊 
性 
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HGs) = q(x)(x - 2) = gl(z)(ax - 区) 


由 于 f(x),ax -5 为 本 原 多 项 式 , 很 明显 g(x) € ZLx]. 于 是 ， 
f(x) = (bX + + bx+bo)(ax—- b) (bE€ 2Z). 

比较 两 边 的 系数 ,我们 得 到 a =+1l,8 1 ao, 从 而 7 | ao. 

例 1 多 项 式 x? -5x +1 在 Q[x] 内 不 可 约 . 事 实 上 , 若 它 可 约 , 它 必 有 一 个 有 理 根 , 但 它 
的 有 理 根 只 可 能 为 + 1, 而 + 1 不 是 根 . 

定理 4(Eisenstein) 设 f(x) = ax +… + aix + ao ZLx],p 为 素数 , 且 

(Lp 十 oa; 

(2)p | a@,_1, Cn-2 003 

(3)p’° 人 a0, 
则 f(x) 在 QLx] 内 不 可 约 . 

证 明 ”假设 f(x) 在 Q[x] 内 可 约 , 则 由 定理 2, 在 Zixj 内 

f(x) = (bx + + bix + bo)(cnx™ + "+ C1% + co (l,m < n), 

从 而 ea = bc ,as = boco. 再 由 pi a0, 户 卡 ao 坟 p14 50,p 1 co 当中 仅 一 个 成 立 , 不 妨 设 p 1 bo， 
p、 Co. 

男 一 方面 ,p 人 a, = bicn— pb . 设 bo,b1,…,b 中 第 一 个 不 能 被 p 整除 的 是 bi,k<l<n 
现在 , 比较 f(x) 的 x 的 系数 ,得 到 

a, = bico + Dicl + *** + boc. 

由 上 式 ,我们 得 到 p 1 bico, 但 p 十 到 ,pp 十 co, 这 是 矛盾 . 

例 2 取 p = 2, 由 上 述 定 理 ,x* + 2 在 Q[x] 内 不 可 约 . 

习题 4-4 

1 . 求 下 列 整 系数 多 项 式 的 有 理 根 : 

(1)x — 6x’ + 15x -~ 14; 

(2)x5 + x* -6x - 14x - lix -3. 

2. 当 p 为 素数 时 , 割 圆 多 项 式 

Bx) = 0 + + TXT 
求证 B,(x + 1) 在 QLxj 内 不 可 约 ， 从 而 证 明 B,(x) 在 Q[x] 内 不 可 约 . 
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第 5 章 域 论 


在 这 一 章 中 ,我 们 将 对 域 做 进一步 的 讨论 ,主要 内 容 为 单 扩 域 .代数 扩 域 、 a 


和 伽 罗 瓦 域 
s.1 扩 域 
定义 “车 域 亚 是 域 到 的 子 域 ,我 们 称 正 为 严 的 扩 域 , 记 为 E1F( 从 上 下 文中 与 商 群 和 商 环 
相 区 别 )， 


例 1 CR,R/Q,Q[V2]/Q ,为 扩 域 . 

实数 域 是 在 它 的 子 域 有 理 数 域 上 建立 起 来 的 ,而 复数 域 是 在 它 的 子 域 实数 域 上 建立 起 来 
的 .研究 域 的 方法 就 是 :从 一 个 给 定 的 域 出 发 来 研究 它 的 扩 域 . 

定理 1 为 域 . 苦 E 的 特征 为 0, 则 它 含 有 一 个 与 有 理 数 域 同 构 的 子 域 . 在 玉 的 特征 为 素 
数 p , 则 它 含有 一 个 与 Z, 同 构 的 子 域 . 

证 明 令 1€E EZ = 1nlln€2Z}，, 

oOo: ,nt nl, 

o 明显 是 整数 环 Z 到 Z' 的 满 同 态 . 

(1)ch = 0. 这 时 ,o 为 同 构 :Z = Z'. 从 而 它们 的 商 域 也 同 构 ,Z 的 商 域 为 有 理 数 域 ,Z' 的 
商 域 包 含 在 E 中 . 

(2)chE = p. 这 时 ,kero = (p),Z, = Z/(p) = 

素 域 :一 个 域 所 包含 的 最 小 子 域 称 为 它 的 束 域 . 

若 E/F 为 扩 域 ,(E, +) 为 加 群 ;对 于 任意 a,BE E;k,l1E€ F, 有 ka€E,k(a+B)= ka 
+ kB,(k+ la = ka+ la,(kl)a = k(la), la = a, 因而 可 视 为 FF 上 的 癌 量 空间 . 

定义 ”EE/F 为 扩 域 . 若 E 为 上 的 有 限 维 向 量 空间 , 则 我 们 称 E/F 为 (上) 有 限 扩 域 ,此 . 
时 ,我 们 用 [五 : FF] 表示 EE 在 上 的 维 数 ,并 称 是 玉 上 的 [E :FF] 次 扩 域 ;否则 称 其 为 无 限 扩 
域 . 

例 2 R/Q 为 无 限 扩 域 ;C/R 为 二 次 扩 域 ,1,i 是 C 在 R 上 的 基 ;Q[Y2]/Q 也 为 二 次 扩 域 ,1， 
Y2 是 Q[YV2] 在 Q 上 的 基 . 

定理 2 若 E/K, KIF 都 是 有 限 扩 域 (cK cE), 则 E/F 也 是 有 限 扩 域 , 旦 

[E:F]=[E:K].[K:F|. 
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证 朋 令 e1 ,ey,…,en 为 EE 在 KK 上 的 基 ,k ,ks,…,k, 为 尺 在 F 上 的 基 , 则 ek (i = | 
j= 1,…,n) 为 E 在 F 上 的 基 . 事 实 上 ， 


Die) = 0 (0h) = 0， 2 的 EK 


5h - 0 一 请 = 0， 
这 说 明 eh(i = 1,…,m;j = 1,…,n) 在 严 上 线性 无 关 ; 另 一 方面 ,E 中 任何 一 个 元 都 是 6 
(i = 1, 一,m;j = 1,…,n) 在 上 的 线性 组 合 是 明显 的 .总 之 ， 
[E:Fl=m-n=[E: Kj:.[K:F)|. 
对 于 扩 域 E/F, 为 了 搞 清 下 是 如 何 扩张 成 E 的 ,我 们 可 以 选择 EE 的 一 个 子 集 5 ,特别 是 5S = 
ja ,看 一 看 E 中 包含 和 5S 的 最 小 子 域 F(S) 是 什么 样 的 .我 们 称 F(S) 为 S$ 在 F 上 的 添加 . 
定理 3 若 E/F 为 扩 域 ,S C E, 则 F(S) 由 EE 中 如 下 形式 的 元 构成 : 


si 0 
g(s1s°**, Sn) 


这 里 ,n 走 遍 一 切 自然 数 ,f(s1，…,s,),g(s1，"…,ss) 天 0 是 is ES 的 多 项 式 . 

证 明 ”一 方面 ,5 的 任何 一 个 包含 和 5 的 子 域 都 包含 一 切 上 述 形式 的 元 ; 另 一 方面 ,正中 一 
切 上 述 形式 的 元 构成 一 个 含 和 S 的 子 域 ,因而 ,E 中 一 切 上 述 形式 的 元 是 含 和 5 的 最 小 子 域 . 

定理 4 ”车 E/F 为 扩 域 , S1,5， C E, 则 

F(S)(S,) = F(S, U S$,) = F(S,)(S.,). 

证 明 ”我 们 仅 证 F(5,)(5,) = F(S! U S2)， 

由 于 FF, S$),S, C F(S1)(S,),F(S, U 5,) 是 包含 ,Si, 5, 的 最 小 子 域 , 故 F(S1)(S,) 
F(S, US,); 另 一 方面 , F(S, UU 5S,) 包含 下 , $1, S, ,因而 包含 F(S;),S,, 但 F(S1)(S,) 是 包 
含 F(S,),5S, 的 最 小 子 域 ,从 而 F(S1)(S,) C F(S1 U 5,). 于 是 ， 

F(S1)(S,) = F(S; U 5,). 

定义 扩 域 F(a)/F 称 为 F 的 单 扩 域 . 

例 3 QQW5,i)/Q 为 4 次 扩 域 .事实 上 ,QQW2)(i)/QQW2) 是 二 次 扩 域 ,Q(Y2)/Q 也 是 二 次 扩 
域 ,而 由 上 述 定理 QW2,i) = QW2(i). 于 是 ， 

[Qw2D : Q] = [QW2,) : QW2)J[QW2) :Q] = 2x2 = 4. 


习题 5-1 


1. 证 明 :(1)[E : F] = 1eE = F;(2) 车 [LE : F] 为 素数 , 则 FF 和 E 之 间 没 有 中 间 域 . 
2. 求 [QW2wW3) : Q] 及 QQW2w3) 在 Q 上 的 一 个 基 . 
3. 证 明 , 作为 Q 上 的 线性 空间 ,Q(V2) 与 Q(i) 同 构 , 但 作为 域 它们 不 同 构 . 
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5.2 单 扩 域 


1 单 扩 域 的 结构 


定义 ”EE/F 为 扩 域 ,a € EE, 若 a 是 系数 在 内 的 某 多 项 式 /(x) € F[x] 的 根 , 则 我 们 称 
a 为 上 的 代数 元 , 此 时 称 F(a)/F 为 单 代数 扩 域 ;否则 称 a 为 F 上 的 超越 元 ,此 时 称 Posik 
为 单 超越 扩 域 . 

例 1 C/R,Q(Y2)/Q 是 单 代数 扩 域 ,而 Q(x)/Q 是 单 超越 扩 域 

定义 ”车 a 是 FF 上 的 代数 元 , 则 F[x] 中 以 a 为 根 ,次 数 最 小 的 首 1 多项式 称 a 在 F 上 的 
极 小 多 项 式 . 它 是 FLx] 上 的 不 可 约 多 项 式 . 

例 2 V2 在 QQ 上 的 极 小 多 项 式 是 x* - 2. 

定理 1 (1) 若 a 为 F 上 的 超越 元 , 则 

F(a) = F(x), atx, 

这 里 F(x) 是 未 定 元 x 的 有 理 式 构成 的 域 , 即 F[x] 的 商 域 ; 

(2) 若 a 为 上 的 代数 元 , 且 a 在 上 的 极 小 多 项 式 p(x) 为 n 次 的 , 则 

DF(a) = Flaj; 

OF(a) eR 

aot aat++ oa (aoyals sh, € FF); 
@[LF(a):F]= 1n. 
证 明 (1) 当 4a 为 Ff 上 的 超越 元 时 ， 
o :f(x) HF™ f(a) 
明显 是 F[x] 到 Filal Re 从 而 它们 的 商 域 也 同 构 .由 本 章 5.1 的 定理 3, F(a) 为 Fia] 的 
商 域 , 故 
F(a) = F(x). 
(2) 当 a 为 上 的 代数 元 时 ， 
o :f(x)F™ fla), 
是 FLxj] 到 FLa] 的 满 同 态 ， 
~ Flx]/kerc = Flal. 

我 们 断言 kerc = (p(x)). 

首先 ,有 明显 有 (p(x)) C kero. 

令 f(x) E kero .由 带 余 除法 ， : 

f(x) = g(x)p(x) + r(x), 
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这 里 r(x) = 0 或 3(r) < 3(p). 但 是 ， 
r(a) = f(a) - ql(a)pla) = 0 

说 明 只 有 r(x) = 0, 进而 f(x) € (p(x)),keroc C (p(x)). 

F[x]/(p(x)) 是 域 说 明 F[a] 是 域 ,而 Fla] C F(a), 且 Fa 包含 在 F[c] 中 , 故 F(a) = 
Flal. 

另 一 方面 ,对 任何 f(x) € FLx], 我 们 有 

f(x) = q(x)p(%x) + r(x), 
这 里 r(x) = 0 或 r(x) 的 次 数 小 于 p(x) 的 次 数 , 从 而 
fla) = r(a) = bo+ bia + "+ bia”™'; 

再 由 p(x) 的 极 小 性 ,上 述 f(a) 的 表示 是 唯一 的 , 即 1,a …,a"” 在 上 线性 无 关 ,[ F(a):F]=n. 


例 3 车 p 为 素数 ,e = cos + isin 宇 在 Q 上 的 极 小 多 项 为 +1( 见 


习题 4 - 4 - 2), 故 
[QGs) :Qj = p - 1. 


2 单 扩 域 的 存在 性 


到 此 为 止 ,我 们 都 是 在 假设 扩 域 E/F 存在 时 ,来 谈论 EE 的 某 些 元 添加 到 上 的 性 质 . 但 扩 
域 E/F 是 如 何 产 生 的 ,我 们 还 没有 探讨 .扩张 一 个 域 的 方式 很 多 ,下 面 我 们 仅 给 出 单 代 数 扩张 
的 方式 . 

定理 1 说 明 , 当 < 为 域 玉 上 的 未 定 元 时 ,F[zx] 的 商 域 F(x) 为 下 的 单 超越 扩 域 ,而 且 忆 的 
任何 两 个 单 超越 扩 域 都 同 构 . 

下 面 的 定理 回答 了 单 代数 扩 域 的 存在 性 . 

定理 2 车 p(x) = x* + asix"!+… + ao F[x] 是 域 天 上 的 不 可 约 多 项 式 , 则 存在 单 
代数 扩 域 F(a)/F, 其 中 a 在 上 的 极 小 多 项 式 为 p(x) ;而且 任何 两 个 这 样 的 单 扩 域 都 同 构 . 

证 明 ”由 于 p(x) 在 fF[x] 内 不 可 约 , 故 7= (p(x)) 为 整 环 F[x] 的 极 大 理想 .从 而 , 商 
环 EE = FLx]/7 为 域 .此 域 含有 一 个 与 下 同 构 的 子 域 

F=latrlla€ Fl, z 
同 构 为 oc:at a + 了 由 找补 定理 ,我们 可 将 五 的 元 ac + 1 与 FF 的 元 a 等 同 , 则 E/F 为 扩 域 .我 
们 说 , 若 令 a = x + 1, 则 
E = F(a), 

且 a 在 F 上 的 极 小 多 项 式 为 p(x). 

首先 ,EE 包含 和 a, 从 而 (a) cE; 另 一 方面 ,对 任意 f(x) = bo + bix + +b,x" € FLx]， 
E = F[xj/I 中 的 一 般 元 : 

flx)+I= (botbixt++b,x)+1 
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(bot+ IT)+ (b+ D(x+I) + + (b+ Dx+ 1)" 
= po+pa+…+pba = f(a) € F(a), 
即 E = FLxj/TC F(a). 总 之 ,E = F(a). 又 由 于 p(x) 在 FLx] 内 不 可 约 , 且 由 于 p(x)€1， 
我 们 有 
pl(a) = p(x)+1=0E€E, 
故 p(x) 为 a 在 Ff 上 的 极 小 多 项 式 . 
由 定理 1, 看 F(a)/F 的 结构 ,我 们 知道 任何 两 个 这 样 的 单 扩 域 都 同 构 ， 


习题 5 -2 


1.i 和 全 + 在 Q 上 的 极 小 多 项 式 各 是 什么 ?Q(i) 与 Q( 人 +) 是 否 同 构 ? 
2. 令 已 = QOw),w- 忆 + w+2=0. 将 (w+ w+])(w -wu) 和 (wu -1)-! 表 示 成 av? + bu 
+ c(a,b,c € Q) 的 形式 . 


3. 令 mw = cos 二 十 isin 5 .证明 ,[Q(w) : Q] = 4, 并 求 w 在 Q 上 的 极 小 多 项 式 . 


5.3 ”代数 扩 域 


从 上 一 节 我 们 看 到 , 扩 域 F(a)/F 的 性 质 决定 于 a 是 F 上 的 代数 元 还 是 超越 元 .本 节 我 们 
要 讨论 ,大 集合 $ 中 的 元 都 是 上 的 代数 元 , (5S) 中 元 是 否 都 是 上 的 代数 元 、 

定义 有/ 为 扩 域 ,车 E 中 任何 元 都 是 F 上 的 代数 元 ,我 们 称 E/F 为 代数 扩 域 . 

定理 1 若 E/F 为 有 限 扩 域 , 则 E/F 为 代数 扩 域 . 

证 明 ” 任 取 a E EF. 我 们 要 证 明 a 是 F[x] 内 某 多 项 式 的 根 .由 于 E/F 为 有 限 扩 域 , 即 EE 
作为 上 的 向 量 空间 , 维 数 [E : F] = nn 有限 .于 是 ,E 中 n+ 1 个 向 量 1,a,a*,…,a" 在 FF 上 
线性 相关 ,从 而 存在 FF 中 不 全 为 0 的 bo ,4b ,…,b, 使 

bo+ bia + *** + ba = 0,: 
即 为 FLxj] 中 多 项 式 f(x) = bo + bix + … + b,x” 的 根 . 

推理 1 若 F(a)/F 为 单 代数 扩 域 , 则 F(a)/VF 为 代数 扩 域 . 

证 明 由 于 [ F(a) : fF] 有限 ,由 上 述 定理 知 命题 为 真 . 

推理 2 若 忆 = al,…,a,), 且 ai,…,a 都 是 F 上 的 代数 元 , 则 EI/F 为 代数 扩 域 . 

证 明 ”我 们 仅 在 rn = 2 时 ,说 明证 明 原 理 .由 于 

FcFa)cE= Fla)(a),Flx] Cc Flal)[lx], 
故 a, 也 是 F(al) 上 的 代数 元 ,从 而 我 们 有 两 个 单 代 数 扩 域 
F(a)(as)/ F(a), F(al)/F. 
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于 是 ， 
[E:F]= [F(a)(a): Fla)l[F(a): FF] 
有 限 , 从 而 E/F 为 代数 扩 域 . 
定理 2 ” 若 集 合 $ 中 的 元 都 是 域 玉 上 的 代数 元 , 则 F(S)/F 是 代数 扩 域 . 
证 明 ”由 5.1 的 定理 3, 若 BE F(S), 则 存在 s,,…,s, ES 使 
fC 


这 里 f(s1，*…,s,),8(51,"*, 5) € Fey S] C (si1,…, 5) .从 而 
B 和 F(s1,"*, sn). 
再 由 上 述 的 推论 2 知 8 为 F 上 的 代数 元 .总 之 ,F(S)VF 是 代数 扩 域 . 


习题 5-3 


1 . 令 EIF 为 代数 扩 域 ,而 a 是 E 上 的 一 个 代数 元 .证 明 a 是 下 上 的 一 个 代数 元 . 
2. 令 E/F 为 有 限 扩 域 .证 明 存在 EE 上 的 有 限 个 元 a ,… ,a ,使 
E= F(a,…,a,). 
3. 令 下,1,F 为 域 , 且 下 c 1 cc .假定 [1 : F] = m,a € 在 FF 上 的 次 数 为 n, 而 且 
(m,n) = 1. 证 明 ,a 在 1 上 的 次 数 也 为 nn. 
4. 令 域 下 的 特征 不 是 2, E/F 为 扩 域 , 自 [E:F]= 4 证 明 ,存在 一个 满足 条 件 FcIceE 
的 下 的 二 次 扩 域 TcsB = F(a), 且 a 在 F 上 的 极 小 多 项 式 为 x* + ax + 5b. 


5.4 ”多项式 的 分 裂 域 


1 多 项 式 的 分 裂 域 


代数 学 中 有 一 个 重要 的 定理 一 一 代数 学 基本 定理 , 即 复数 域 C 上 的 任何 一 个 一 元 多 项 式 
在 复数 域 C 中 至 少 有 一 个 根 ,换个 说 法 为 ,C[x] 中 每 个 一 元 多 项 式 在 CLx] 中 都 可 分 解 成 一 次 
因 式 的 乘积 .进一步 ,这 说 明 复数 域 C 不 再 有 真 ( 比 复数 域 大 的 ) 代数 扩 域 了 ,我 们 称 这 样 的 域 
为 代数 闭 域 .事实 上 ,用 超 限 归纳 可 证 实 任何 一 个 域 都 有 一 个 代数 扩 域 .这 个 结论 的 证 明 超 出 
了 本 书 的 范围 .但 多 项 式 分裂 域 的 理论 在 一 定 意义 下 弥补 了 这 一 后 . 

定义 ” 令 下 为 域 ,f(x) 为 FF 上 的 首 1 的 n(n 1) 次 多 项 式 . 扩 域 Sm 在 F 上 
的 分 裂 域 , 若 

(DE = F(a,",an); 

(2)f(x) = (x -ai) (zx — a,). 
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例 1 Q(V2)/Q 为 x* -2 的 分 裂 域 ;Q(Y2,V3)/Q 为 (x - 2)(x? - 3) 的 分 裂 域 ;C/R 为 
x* + 1 的 分 裂 域 . 

定理 1 域 上 的 任何 一 个 n(n > 1) 次 首 1 多 项 式 f(x) 都 有 一 个 分 裂 域 E/F. 

证 明 我们 对 多 项 式 的 次 数 用 归纳 法 . 

(1) 次 数 为 1 时 ,E/F 为 所 求 . 

(2) 假设 定理 命题 对 于 n - 1 次 首 1 多 项 式 成 立 ， 

(3) 设 首 1 的 n 次 多 项 式 

f(x) = g(x)h(x), 
这 里 g(x),h(x) EE FLlx],g(x) 首 1, 且 不 可 约 . 此 时 ,我 们 知道 ,存在 一 个 单 扩 域 F(al)/F,al 
是 g(x) 的 根 . 此 时 , 在 F(a)[xj] 内 f(x) = (x -ai)fh(x), 有 (x) 为 F(a) 上 的 n -1 次 首 
1 多 项 式 . 由 归纳 假设 ,存在 (x) 在 F(al) 上 的 分 裂 域 E/F(a), 即 
E = F(ai)(as,", a,) = F(al,,a,),fi(x) = (x-— a2)°*"(x = an ) . 

此 时 ,很 明显 E/F 是 f(x) 在 上 的 分 裂 域 . 


2 多 项 式 的 重 根 


定理 3 令 f/(x) EC F[x] 为 首 1 多 项 式 ,f(x) 在 其 任何 一 个 分 裂 域 E/F 内 没有 重 根 在 
Flx] 内 (f(x),f’(x)) = 1. 

证 明 ”首先 ,在 F[x] 内 (f(x),f'(x)) = 1es 在 ELxj] 内 (f(x), 了 (x)) = 1 是 明显 的 , 因 
为 Flix] Cc Elx]. 

(二 ) 设 在 ELx] 内 

f(x) = (x — rr— ra) ,rT #7(i#)), 
则 
f'(x) = 2 (% — ri) (Xo— Ti)(X 一 ri) 一 请 ) 


—(x 一 ri;) f(x), 
从 而 (f(x),f'(x)) = 1; z 
(一 ) 若 (x - 1 f(x), 则 
(x—r) lf’(x), (f(x),f’(x)) 1. 
约定 :以 后 我 们 说 域 上 的 一 个 多 项 式 有 没有 重 根 ,是 指 在 它 的 任何 一 个 分 裂 域 内 它 是 
否 有 相同 的 根 . 
定理 4 令 f(x) € F[x] 为 首 1 不 可 约 多 项 式 , 则 有 如 下 结论 : 
(1) 当 chF = 0 时 ,f(x) 没有 重 根 ; - 
(2) 当 ch = p 0 时 ,f(x) 有 重 根 ef(x) = g(x),g(x) € Flx]. 
”证 明 ”由 定理 3,f(x) 有 重 根 es(f(x),f'(x)) 关 1. 而 当 f(x) 为 不 可 约 时 , 这 等 同 于 
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xx)| 六 (xx)， 进 而 等 同 于 4x) = 0. 
(1) 当 ch = 0 时 , 且 f(x) 不 可 约 时 ,f'(x) 0, 即 f(x) 没有 重 根 ; 
(2) 当 chF =p 关 0 时 ,车 f(x) = aotax…+as: 则 
f' (x) = Cl +2a2xX 二 … 十 (n— 1)a ixr 十 ma Mn = 0 
a = 2a = … = na, = 0 
em =0 (phisi= 1,.%,n) 
从 而 


f(x) = ao+ ao + a2ox 2 十 … + Ag” = g(* ). 
习题 5-4 


1. 证 明 x* + 1 在 Q 上 的 分 裂 域 是 单 扩 域 Q(a), 其 中 a +1= 0. 

2. 今 2 - a 是 域 Q 上 的 一 个 不 可 约 多 项 式 ,8 是 x?- a 的 根 .证 明 Q(6) 不 是 x -a 在 Q 
上 的 分 裂 域 . 

3. 令 p(x),…,pn(%*) 为 域 上 的 m 个 首 1 的 不 可 约 多 项 式 . 证 明 存 在 下 的 一 个 有 限 扩 域 
E = F(a ,…,an), 其 中 a 在 上 的 极 小 多 项 式 为 p; (x). 

4. 令 下 为 特征 为 素数 p 的 域 ,E = F(B),B 是 FL[x] 中 多 项 式 * - a 的 根 .F(B)/F 是 不 是 
x - a 的 分 裂 域 ? 

5S. 令 下 为 特征 p( 关 0) 的 域 ,a € FF .证明 : 

(1)f(x) = ww* -x -没有 重 根 ; 

(2)f(x) 在 F[x] 内 不 可 约 o>f(x) 在 下 内 没有 根 .* 

6. 令 pi(x) ,ps(x) E F[x] 为 两 个 不 同 的 首 1 不 可 约 多 项 式 , 且 pi(x),pa(x) 没有 重 根 . 
求证 , 多 项 式 f(x) = pi1(x)p2(x) 也 没有 重 根 .… 


5.5 有 限 域 


定义 ”元 的 个 数 有 限 的 域 称 为 有 限 域 . 

例如 , 当 p 为 素数 时 ,Z, 为 有 限 域 , 它 的 特征 为 p. 

定理 1 (1) 若 为 特征 为 p 的 有 限 域 , 且 有 4 个 元 素 ,A 为 它 的 素 域 ,[E :A] = n, 则 : 
Dg = p"; 

四 域 是 A 上 多 项 式 x? - x 的 分 裂 域 ; 

@ 元 数 相 同 (特征 相同 ) 的 任何 两 个 有 限 域 都 同 构 . 

(2) 对 于 任何 素数 p 和 任何 正 整 数 n, 存在 有 4 = .p" 个 元 的 有 限 域 . 

证 明 (1) @@ 令 。,,…,e, 为 E 在 A 上 的 基 , 则 正中 的 每 个 元 可 唯一 地 表示 为 
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Oel1 + '"* + Oe,, 
因而 五 中 元 素 的 个 数 为 9 = p". 
罗 因 天 的 乘法 群 有 有 9 -1 个 元 , 故 o-1 = 1(a € E"). 从 而 
az = a(a € 五)， 
即 ALxj 中 的 多 项 式 x? - x 在 EE 内 有 4q 个 不 同 的 根 :al ,…,a,, 又 
E = A(Caa，…av) 
是 明显 的 .于 是 ,E 是 A 上 多 项 式 x** - * 的 分 裂 域 . 
QB 这 是 @ 的 直接 结果 
(2) 令 EE= Ala1,…,a4) 为 A 上 多 项 式 /(x) = x? ~ x 的 分 裂 域 ,a,,…,a, 是 此 多 项 式 的 
全 部 根 .首先 , 由 于 f(x) = - 1, 故 f(x) 没有 重 根 , 即 al …，av 互 不 相同 .又 由 于 
(a, — ai )” = ao 二 oa = ai 一 0j， 
人 
从 而 {a ,…,as| 为 域 , 进而 域 E = A(ecl 和 ay) = {al,…,a,|] 有 9 = pr" 个 元 素 . 
评注 :由 于 有 p" 个 元 的 有 限 域 由 p" 唯一 决定 ,我 们 将 其 记 为 了 。 
有 限 域 除了 上 述 的 特点 外 , 还 有 一 个 重要 的 性 质 , 即 有 限 域 下 是 其 素 域 A 上 的 单 扩 域 .为 
证 明 此 结论 ,我 们 先 给 出 一 个 有 关 有 限 交 换 群 的 一 个 结论 . 
引 理 ”者 6 为 有 限 交 群 ,m 为 G 中 元 的 阶 的 最 大 者 , 则 m 能 被 G 的 每 个 元 的 阶 整除 . 
证 明 ”首先 ,由 第 二 章 的 习题 2 - 5 - 8 知 ， 
a,bEG,o(l(a) = k,o0(b) = 1 (1) = 1 一 o(a) = Kl. 
现在 , 假设 cE G,ol(c) = n 卡 m, 则 存在 素数 p: 
m= pmptm; n= pn,j>i. 
令 dE€ co(d) = m. 于 是 ， 
a = 中 的 阶 为 m1; 5 = cm 的 阶 为 pj. 
由 前 述 的 结论 ,o(ab) = pm > m, 而 这 是 矛盾 的 . 
定理 2 有 限 域 E 是 其 素 域 A 上 的 单 扩 域 ， 
证 明 设 E 有 g 个 元 , m 是 它 的 乘法 群 E” 中 元 的 最 大 的 阶 , 则 m | (qg - 1), 从 而 
m 声 9g -1. 由 引 理 ， 
a”=1(a€E’), 
这 说 明 , 多 项 式 x” -1 至 少 有 g -1 个 不 同 的 根 . 但 由 多 项 式 的 理论 , 在 一 个 域 中 ,一 个 多 项 式 
的 不 同 的 根 的 个 数 不 会 大 于 多 项 式 的 次 数 , 因而 g - 1 < m. 总 之 , 习 法 群 E* 中 有 一 个 元 a 
的 阶 为 9 - 1. 这 就 证 明了 
E= Al(a). 
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习题 5-5 


1. 令 下 为 有 mr 个 元 的 伽 罗 瓦 域 .证 明 , 若 n = km,m > 1, 则 存在 且 仅 存在 FF 的 一 个 子 
域 有 p” 个 元 素 . : 

2. 一 个 有 限 域 一 定 有 比 它 大 的 代数 扩 域 . 

3. 将 * -x 在 Z,[x] 内 分 解 成 一 次 式 的 乘积 . 

4. 找 出 妃 [x] 内 的 一 切 三 次 不 可 约 多 项 式 . 

5.(1) 证 明 蕊 [x]/1 为 域 ,这 里 1 = (x + x + 1); 

(2) 选 a = x + 了 1, 验证 [x]/1 = 媚 (a), 并 以 最 简 的 f(x) + 了 形式 写 出 五 [xj/7 的 全 部 
元 素 ; 
(3) 求证 到 [xz]/7 为 有 8 个 元 素 ; 
(4) 对 商 环 [x]/(x” + x + 1), 你 有 什么 结论 ? 
6. 设 p(x) 为 F, 上 的 次 首 1 不 可 约 多 项 式 ,7 = (P(x)). 求 证 : 
(1D)p(x) 1(z 一 2%); 
(2)p(x) 没有 重 根 . 
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第 6 章 ” 格 与 布尔 代数 简介 


本 章 中 我 们 简单 地 介绍 两 个 赋 有 序 结构 的 代数 结构 一 一 格 和 布尔 代数 .在 计算 机 科学 中 
它们 有 广泛 的 应 用 . 


6.1 偏 序 集 


1 偏 序 集 


偏 序 集 是 本 章 的 基础 概念 .首先 ,我 们 在 第 一 章 中 定义 了 集合 4 上 的 关系 为 集合 4 x 4 = 
i(a,5) 1 a,5 EE 4| 的 一 个 非 空子 集 . 

定义 ”集合 4 的 关系 < 称 为 4 上 的 一 个 偏 序 关 系 , 若 < 满足 下 列 三 个 条 件 : 

Da < al(a € 4)( 反 身 性 )， 

Da 过 b,b Qa = b( 反 对 称 性 ); 

@a < b,b < ca < c( 传 递 性 ). 

一 个 赋 有 偏 序 关 系 < 的 集合 4 称 为 偏 序 集 , 记 为 (4, 三 ). 

为 方便 , 当 a < 4b 时 ,我 们 称 “a 小 于 等 于 5b”; 也 将 a < 5b 写成 5b > a, 称 "5 大 于 等 于 a”. 
若 a 8, 但 a 关 5, 记 为 a < b, 称 “a 小 于 6b”. 

例 1 设 5 为 任何 一 个 集合 ,p(5S) 为 5 的 一 切 子 集 构成 的 集合 , 开 < 了 表示 集合 为 集 
合 了 的 子 集 , 即 X C 了 , 则 (p(5S)，<) 为 偏 序 集 . < 满足 上 述 三 条 是 明显 的 . 

例 2 若 a < 5 就 是 整数 的 小 于 或 等 于 关系 , 则 (Z，< ) 也 是 偏 序 集 . 

例 3 车 a < 5 就 是 整数 的 小 于 关系 , 则 (Z，< ) 不 是 偏 序 集 ,因为 中 不 成 立 . 

例 4 车 4 为 正 整数 构成 的 非 空 集合 ,a 1 5 表示 a 是 5 的 因子 ,a 6 表示 a 是 2 的 倍数 ， 
则 (4, 1) 和 (4, || ) 都 是 偏 序 集 . 

全 序 集 :(4, 三 ) 为 偏 序 集 ，4 中 的 两 个 元 素 e ,5 称 为 可 比较 的 ,着 a < 5b 或 b < a 成 立 . 
若 4 中 任何 两 个 元 素 都 可 比较 , 我 们 称 (4, < ) 为 全 序 集 或 称 4 是 线性 序 的 ,此 时 也 可 称 4 是 
一 个 链 . z 

例如 , 当 S = {0,1} 时 , 偏 序 集 (p(S), < ) 不 是 链 , 因为 {0} 和 {1} 不 可 比较 .(Z, <) 是 
全 序 集 . 事 实 上 ,2Z 中 的 全 部 元 素 可 用 < 链 结 起 来 : … <-2<-l1<0<l<2<…. 
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2 了 哈 氏 (Hasse) 图 


b 
在 偏 序 集 4 中 ,我 们 用 图 6 - 1 的 哈 氏 图 表示 a < 2. 

例 5 当 4 = {fal,B = {a,b1,C = {a,b,c| 时 , 偏 序 集 (p(4)，<)， 
(p(B), 三 ) 和 (p(C), <) 的 哈 氏 图 分 别 如 图 6 - 2: 


{a,b} 
{a) {a} {2) 
。 
(P(A), < ) (P(B), < ) 
图 6-2 


例 6 当 4 = 12,3,4,5,15,60| 时 , 偏 序 集 (4, 1) 和 (4, | ) 的 哈 氏 图 如 图 6 - 3: 


G0 2 3 5 
4 15 
全 | 
2 3 5 
60 


(4,)1) (B,D) 


图 6-3 


3 偏 序 集 的 同 构 


与 其 它 代 数 结构 一 样 , 有 时 我 们 也 要 比较 两 个 偏 序 集 的 结构 ,因而 我 们 也 要 定义 偏 序 集 


的 同 态 和 同 构 , 对 于 偏 序 集 , 有 意义 的 是 同 构 . 
定义 ”说 两 个 偏 序 集 (4，< ) 与 (B，< ') 同 构 是 指 存在 一 个 由 4 到 B 的 保 序 双 射 


oc:a < boo(a) < ‘0(b). 
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例 7 (1)o:a 一 a + 1 是 偏 序 集 (Z，, <) 的 一 个 自 同 构 ; 
(2) 偏 序 集 (p(1a,561), =<) 与 (11,2,3,6} , 1) 同 构 , 同 构 为 


o:GH1,{lalm”>2,{6) HF- 3,|a,bi > 6. 
4 ” 偏 序 集 中 的 端 元 


极 小 元 : 若 a E 4, 且 不 存在 cE 4 使 c < a, 称 a 为 4 的 极 小 元 . 

例 6 中 , 2,3,5 是 (4,1) 中 的 极 小 元 . 

极 大 元 : 若 a € 4, 且 不 存在 cE 4 使 。 < c, 称 a 为 4 的 极 大 元 . 

例 6 中 , 2,3,5 是 (4, | ) 中 的 极 大 元 . 

最 小 元 :各 a € 4, 且 对 所 有 x € 4 有 a < x, 称 a 为 4 的 最 小 元 . 

例 6 中 , 60 是 (4, ||) 中 的 最 小 元 . 

最 大 元 :在 a E 4, 且 对 所 有 xx EA 有 x<<a, 称 a 为 4 的 最 大 元 . 

例 6 中 , 60 是 (4, 1) 中 的 最 大 元 . 

上 界 和 下 界 :和 若 zE 4, 且 对 任何 x ES 有 x < 4, 则 称 为 5 的 (一 个 ) 上 界 ; 若 d € 4， 
且 对 任何 xES 有 d < x, 则 称 a 为 5 的 (一 个 ) 下 界 . 

在 例 6 的 偏 序 集 (4, 1) 中 , 15 和 60 都 是 |3,5) 的 上 界 ; 在 偏 序 集 (4, 上 ) 中 ,15 和 60 都 是 
{3,5] 的 下 界 . 

最 小 上 界 和 最 大 下 界 : 若 u 为 $ 的 上 界 , 且 对 任何 $ 任何 上 界 v, 有 zz 三 >, 则 称 “为 8 的 
最 小 上 界 , 即 上 界 当 中 的 最 小 者 ; 若 d 为 $ 的 下 界 , 且 $ 的 任何 下 界 - 有 ec < d, 则 称 4 为 S 的 
最 大 下 界 , 即 下 界 当 中 的 最 大 者 . 

在 例 6 的 偏 序 集 (4, 1) 中 ,15 是 13,5| 的 最 小 上 界 ; 在 偏 序 集 ( 4, | ) 中 ,15 是 {3,5] 的 最 
大 下 界 . 

最 小 上 界 和 最 大 下 界 是 唯一 的 . 

在 偏 序 集 (p(5), <) 中 ,4 U B 是 14,B| 的 最 小 上 界 ;4 门 B 是 14,B| 的 最 大 下 界 . 仿 此 ， 
在 一 个 偏 序 集中 ,我 们 用 a V 8 表示 la ,5 的 最 小 上 界 , 称 为 a,b 的 并 ; 用 a 和信 4b 表示 {a,6b| 的 
最 大 下 界 , 称 为 a,5b 的 交 . 


习题 6~-1 


1. 判 断 4 上 的 关系 丸 是 否 为 偏 序 关 系 : 

(1)4 = Z,aRboa = 20; 

(2)4 = Z,aRbeob’| a; 

(3)4 = Z,aRbeya = 基 ( 对 某 个 大 > 0). 

2. 令 4= lc,5c. 找 出 4 上 满足 oa < 5 的 一 切 偏 序 关系 . 

3. 令 4 = {1,2,3,5,6,10,15,30},S = {a,b,cj .求证 (4, 1) 与 (p(S), 三 ) 同 构 . 
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6.2 格 
1 格 


有 上 一 节 的 准备 ,现在 我 们 可 以 定义 格 这 个 新 的 代数 结构 了 . 


定义 ” (1) 车 一 个 偏 序 集中 任何 两 个 元 素 都 有 最 小 上 界 和 最 大 下 界 , 则 我 们 称 此 偏 序 集 
为 格 


(2)L 为 格 ,S 是 L 的 非 空 子 集 . 若 对 任何 a,bE€ S, 有 aVb,a 人 bE $, 则 我 们 称 S 是 
4 的 子 格 . 


格 同 构 的 特点 :车 o: 工 一 为 格 同 构 , 很 明显 有 
g(a Vb) = o(a) Vo(b), ol(a A b) = ol(a) A olb). 
例 1 对 于 任何 集合 S,(p(5), 三 ) 是 一 个 格 , 且 
AVB=AUB, AAB=ANB. 
例 2 (Z:, 1) 是 一 个 格 ,对 于 任何 正 整数 a,5,a V 是 a,b 的 最 小 公 倍数 ,a 人 5 是 a， 
的 最 大 公 因 村. 


例 3 若 n€ Zr ,我 们 用 D, 表示 的 一 切 正 因子 的 集合 , 则 (D,, 1!) 是 (Z* , 1) 的 子 格 . 
Dw 和 Dw 的 哈 氏 图 如 图 6 - 4. 由 哈 氏 图 ,我 们 不 难看 出 格 Dw 与 p(1a,5,cl) 同 构 . 


20 


2 格 的 基本 性 质 


在 讨论 格 的 基本 性 质 前 ,我 们 简单 重申 a V 5 和 a 人 ?的 含义 : 
(DJazaVb,bs<saVb; aVb 是 a,b 的 最 小 上 界 ; 
(2) 若 a<c,b<c, 则 a Vb<ce; z 
(3)aAb<aaAbs<sb; ah b 是 a,b 的 最 大 下 界 ; 
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(4) 帮 cs<ac<sb) 则 c 三 caA 人 0. 

定理 1 设 工 为 格 , 则 下 列 各 项 成 立 : 

(DaVb= boasb; 

(2)a 人 8 = aca 三 六; 

(3)a 人 0 = aoaVb=5b. 

证 明 (1U 令 eV=8. 由 于 ce<aV b, 故 a 三 8. 反之 , 令 e < 5b. 由 于 b=<5, 故 b 
是 1a,651 的 一 个 上 界 ,从 而 a V 5 三 .但 我 位 有 8 < a V5. 于 是 ,a Vb= 4b. 

(2) (2) 的 证 明 与 (1) 的 证 明 类 似 , 留 给 读者 练习 . 

(3) (1) 和 (2) 的 直接 结果 . 

定理 2 设 工 为 格 , 则 下 列 各 项 成 立 : 


(1)( 帘 等 律 ) 
aVa=a, aaAda = a; 

(2) (交换 律 ) 

aVb=bVa, aAb=bAha; 

(3)( 结 合 律 ) 
(aV b)Ve=aV (by eo), 
(aAb)Ac=aA(bA ee); 

《4) 豚 收 律 ) 


(aVb)Aa=a, (aAb)Va= a. 
证 明 (1) 由 最 小 上 界 和 最 大 下 界 的 定义 ,这 是 明显 的 . 
(2) 理由 同上 . 
(3) 我 们 仅 证 明 (ce V 58) V ec = a V (5b V c). 另 一 个 的 证 明 留 给 读者 .首先 ,我 们 有 
a<aV(bVe),bVcec<saV(bVc). 又 6b 和 < bV cc 声 b Vc. 由 传递 性 ,我 们 得 到 
bs<saV(bVe),c<saV(by eae) : 
于 是 ,a Vb < a V (5 Vc). 进而， 
(aVb)VesaV (bYV ee). 
类 似 地 ,我 们 可 得 到 (a V 85) Vc > a V(b Vc). 由 反对 称 性 ,我 们 可 得 到 
(aV b)Ve=aV (bYV e). 
(4) 我 们 仅 证 明 (a V A a = 4a. 为 一 个 的 证 明 留 给 读者 .首先 ,(a V 5) 人 a < a 是 明 
显 的 . 男 一 方面 ,a Vb 二 a,a 宇 4, 故 (a Vb) 人 a > a. 再 由 反对 称 性 ， 我 们 可 得 到 
(aV b)Aa= a. 
评注 :因为 格 中 的 运算 V 和 A 满足 结合 律 ,所 以 在 格 中 ,集合 1a1,…,a,| 的 最 小 上 界 和 
最 大 下 界 分 别 为 Ga V Van 和 ai A 
定理 3 设 工 为 格 , 则 下 列 各 项 成 立 : 
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(l)a<boaVesbVe, aNcsa<sbh ie; 
(DaxscecbascoaV beoe; 

(3)c<a,c< boc<aVb; 

(4)asbcs dsaVecee<bVd, aAMlcs<sbhd. 
证 明 ”证 明 留 给 读者 . 


以 上 我 们 仅 指 出 了 格 的 一 些 基 本 性 质 . 在 实际 中 ,我 们 所 关注 的 是 具备 一 些 优良 性 质 的 
格 . 以 下 我 们 介绍 几 种 特殊 的 格 . 


3 有 界 格 


定义 ” 若 一 个 格 工 有 一 个 最 大 元 1 和 一 个 最 小 元 0, 则 我 们 称 L 是 有 界 格 . 


例 4 (p(S), <) 是 有 界 格 ,最 大 元 为 1 = 5S, 最 小 元 为 0 = 好. 
例 5 (D,, 1) 是 有 界 格 ,最 大 元 为 整数 n ,最 小 元 为 整数 1. 
例 6 (Z: , |) 不 是 有 界 格 , 它 有 最 小 元 ,但 没有 最 大 元 . 

l=aV Va,0=aA.… ha,. 
定理 4 有 限 格 L = {al,…,a,| 是 有 界 的 . 
证 明 1=aV oa, 0= a Ma A 2a,. 


4 ”分配 格 


定义 ”车 格 工 满足 下 面 的 分 配 律 , 则 我 们 称 L 是 分 配 格 : 
(lJaA(bVe)= (aAb)YV (ah ee); 
(2aV(bAc)= (aV 4b)A(aV ce). 

例 7 (p(S), 三 ) 是 分 配 格 ,这 是 因为 对 于 5 的 子 集 4, B,C 我 们 有 : 

ANMN(BUC)=(4N BU (4N CO); 

AU(BNC)= (4UB)N(AU COC). 

例 8 求证 下 面 两 个 哈 氏 图 (如 图 6 -5) 表示 的 格 不 是 分 配 格 : 


1 


(1 ) (2) 
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证 明 (1) 我 人 有 a 人 (BbVc)=a 人 1= ac, 但 
(aAb)V(aAc)=bV0= 2; 

(2) 我 们 同样 有 a 人 (5V ce)=a 人 1:= ac, 但 
(aALb)V(laAc)=0V0=0. 


5 补 格 


补 元 :在 一 个 有 界 格 工 中 ,着 a V a = 1,a 和 a = 0, 则 我 们 称 a,a’ 互补 ,也 称 a 为 a 
的 补 元 . 

定义 ” 阁 一 个 有 界 格 工 中 的 每 个 元 都 有 补 元 , 则 我 们 称 工 是 有 补 格 . 

例 9 (p(S), <) 和 (Du ,| ) 是 有 补 格 :p(S) 中 ,每 个 元 都 有 补 元 ,4 的 补 元 4 = S - 4; 
(Da ,| ) 中 的 每 个 元 都 有 补 元 ,例如 ,5 = 6, 因 为 5V 6 为 30,5 入 6 为 整数 1.(D, 1) 不 是 有 
补 格 :在 Dy 中 ,2,10 没 有 补 元 . 


习题 6-2 


1. 令 A = {2,3,6,12,24,36,72} . 偏 序 集 (4, 1) 是 格 吗 ? 
2. 证 明 , 若 c,8 为 有 界 、 分配 格 中 的 元 素 ,a' 为 a 的 补 , 则 
aV(la Ab)=aVb, aNAl(a Vb)=aAvb. 
3. 判 断 下 列 哈 氏 图 (如 图 6 - 6) 表示 的 是 否 为 格 : 
4. 令 工 为 分 配 格 . 证 明 , 若 存在 a 使 
aVx=aVy, aaAX=aAY7y， 


则 x = y. 
5. 令 工 为 至 少 有 两 个 元 的 有 界 格 . 求证 在 工 中 不 存在 a 使 
a= a’. 
6.3 布尔 代数 
1 布尔 代数 


定义 ”我 们 称 一 个 有 界 的 、 分 配 的 有 补 格 为 布尔 代数 . 
在 计算 机 科学 中 ,应 用 最 广泛 的 是 有 限 布 尔 代数 , 即 元 素 个 数 有 限 的 布尔 代数 . 
例 1 对 于 任何 集合 S,(p(S), <) 是 布尔 代数 .事实 上 ,p(5) SO 
定理 1 布尔 代数 B 中 ,每 个 元 a 的 补 元 a’ 是 唯一 的 . 
证 明 令 ci,aa 都 是 a 的 补 元 , 即 

aVa=l,aAa=0; aVa,=1,a A a,=0. 
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由 此 ,我们 得 到 
a=aAl=aN\(aV oa)= (a Ma)V (a ha) 
=0OV (a A a2) = 6G1 人 a, 
mm =aAl=aA(l(aVa)= (a Ma)V (a,ha) 
=0V(aA 人 ai) = a 人 al， 
因而 cl = al Aa = aa 人 al = a2， 
定理 2( 布 尔 代数 的 替换 法 则 ) ” 当 将 U , 由 对 应 改 为 V ,人 后 ,布尔 代数 (p(5), 三) 中 
由 UU , 有 表示 的 运算 律 在 任何 布尔 代数 中 也 成 立 ,特别 有: 
(1) (对 合 律 ) (ac )” = a; 
(2)( 德 . 摩根 律 ) (a VV 65) = a AD ， 
(a 人 b)’ =a VD . 
证 明 ”我 们 不 去 逐一 证 明 此 结论 . 仅 将 上 述 两 个 运算 律 的 证 明 留 给 读者 练习 . 
评注 :我 们 是 从 序 的 角度 定义 布尔 代数 的 ,但 我 们 看 到 V ，A 为 布尔 代数 上 的 两 个 二 元 运算 , 
为 一 元 运算 . 序 关系 与 运算 V ，A 的 互 换 关系 为 a < baera Vb = 5 或 a < bera 人 了 b = 4. 运算 
V ，A 和 满足 许多 常见 的 运算 律 , 特 别 是 下 面 的 运算 律 : 
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(1 交换 律 ) 
aVb=bVa, aAb=bAha. 
(2) (分 配 律 ) 
aA(bVce)= (ahb)YV (oh oe), 
aV(bAc)= (aV 6b)A (aV eo). 
(3)( 么 律 ) z 
aVO=a, aAl:= a. 
(4) (互补 律 ) 


aVa =1, aA\a’ =0. 
事实 上 , 我 们 可 以 从 运算 的 角度 定义 一 个 布尔 代数 是 代数 结构 ,其 具备 三 个 运算 V ，A 
和 ', 且 它们 满足 上 述 4 项 运算 律 ,布尔 代数 的 其 它 运算 律 可 由 这 4 项 推出 .因而 ,我 们 也 用 
(8B, V ， 人,') 表示 布尔 代数 B. 


2 布尔 环 


历史 上 讲 , 布 尔 代数 是 由 英国 数学 家 Boole 用 来 形式 化 命题 运算 的 .长 久 以 来 ,被 认为 它 与 
一 般 代数 结构 (如 群 , 环 , 域 ) 不 同 , 但 后 来 Stone 证 实 布尔 代数 本 质 上 可 以 视 为 一 个 环 , 即 由 布 
尔 代数 我 们 能 构造 一 个 环 一 一 布尔 环 . 

定义 ”一 个 有 单位 元 1 的 环 称 为 布尔 环 , 若 它 的 元 都 是 帘 等 的 , 即 a = a. 

布尔 环 实际 上 是 交换 环 ,这 由 下 面 的 运算 可 以 看 出 : 


a+b=(a+6b) =a +ab+tbatb =a+b+(ab+ ba)oab+ ba = 0, 


2a =2a =aa+aa = 0~0a=-4a, 
ab =- ba = ba. 
评注 :由 上 述 运算 可 以 看 出 ,布尔 环 B 的 加 群 (8B，+) 中 每 个 非 零 元 的 阶 为 2, 故 可 视 其 为 


有 限 域 及 上 的 线性 空间 . 

事实 上 ,布尔 代数 和 布尔 环 是 等 价 的 , 即 由 一 个 布尔 代数 可 构造 一 个 布尔 环 . 反 之 ,由 一 个 
布尔 环 也 可 构造 一 个 布尔 代数 , 且 相 互 间 是 唯一 确定 的 .在 此 我 们 仅 指出 由 布尔 代数 造 布尔 环 
的 过 程 . 

定理 3 设 B 为 布尔 代数 ,1 为 最 大 元 ,0 为 最 小 元 .对 任何 a ,5 ,我 们 规定 : 

a+b=(a 人 人 5) 人 (a 人 5) (a,b 的 对 称 差 )， 
a*b=saAb, 

则 代数 结构 (B，+ ,') 为 布尔 环 ,1 为 单位 元 ,0 为 零 元 . 

证 明 ”我 们 可 以 按 环 的 定义 逐一 验证 ( 8， +, ) 满足 环 的 定义 ,但 这 是 一 个 很 繁琐 的 过 
程 ,我 们 仅 说 明 加 法 的 结合 律 , 其 它 各 项 可 同样 得 到 验证 . 

首先 我 们 指出 ,由 a + 5 和 a… 5。 的 定义 ,我 们 很 容易 证 明 : 
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(l)a’ =1+a; 

(Wa+rb= (aVb)A (a A b)’; 

(3)JaVb=a+b-ab 

在 布尔 代数 p(S) 中 ,4,B 的 对 称 差 4 + B 就 是 图 6 -7 中 阴影 部 分 . 


由 此 ， 
(a+b) = [(aV b)A(aA 2b)'T z 
(aV byV(aVb)= (aAb)V (a AD). 
(a+b)+e=[(atrb)Ace]V[(a+t bb) Ac 
~ [((aAb)V (a Ab))AeTVI(a Ab)V (a A b')) A ce] 
[teAz5 Ace)V(eADAc)V[IaADAcV(Ce Ab A oe) 
(aaAbAce)V(oADAc)V(GeADAclV(o Ab A ce) 
此 式 中 ,a,b,c 是 对 称 的 ,因而 


(a+b)+c=a+(b+ ce). 
3 ” 有限 布 尔 代 数 的 原子 表示 


布尔 代数 的 原子 :我 们 称 布尔 代数 中 的 非 零 极 小 元 为 原子 . 

有 限 布尔 代数 中 的 原子 就 是 哈 氏 图 中 紧 位 于 零 元 之 上 的 元 素 . 例 如 , 若 S = {41,602,…,an1, 则 
ja} ,| as ,…, | a,| 为 布尔 代数 p(S) 的 ,个 原子 .我 们 注意 p(5) 的 每 个 非 零 元 都 可 唯一 地 
表示 成 若干 原子 | oj ,io ,… ,和 a1 的 并 .我 们 将 证 明 , 对 于 任何 有 限 布尔 代数 这 个 结论 也 成 
立 . 

定理 4 设 刀 为 有 限 布尔 代数 , 则 B 中 元 素 的 个 数 为 2 ,B 有 n 个 原子 , 且 每 个 非 零 元 都 
可 唯一 地 表示 成 若干 个 原子 的 并 (不 记 次 序 ) ， 

证 明 “ 令 (B +, .) 为 上 述 构造 的 布尔 环 . 视 (B, + ) 为 有 限 域 防 上 的 线性 空间 , 设 其 维 
数 为 n, 且 ei ,e,，,… ,es 为 基底 , 则 

B= e+ 有 e+ + kelk =0,1i = 1,2,.,n)}, 
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从 而 我 们 得 知 B 有 2" 个 元 素 . 
男 一 方面 , 当 e; 关 6 时 ,B 的 子 布尔 代数 
le A ei,ei,e,e: V el 
明显 为 e; ,ei 的 线性 组 合 10, e; ,ej,e; + 61 , 故 e: 人 e; = 0, 从 而 
| eVe= e+e-eN\Ne= e+e. 
上 式 说 明 6, , e,,…,e, 为 布尔 代数 B 的 原子 , 且 
B= {herV kes V °° V ke,lk, = 0,1(i = 1,2,…,n)}. 
评注 : 令 S = {ei,es,…,e,|}, 则 上 述 的 布尔 代数 B 同 构 于 p(S). 从 而 ,本 质 上 讲 , 有 限 布 
尔 代 数 仅 p(5) 一 种 .由 上 面 的 证 明 我 们 看 到 
0:4 一 人 
为 p(5S) 到 8B 的 双 射 .事实 上 ,很 容易 证 明 o 保持 运算 .为 清晰 ,我 们 举例 说 明 . 例 如 , 取 4 = 
{ei,e2,e3},B = 1e,,e3,e4,es} .此 时 ,在 p(S) 中 ， 
AUB = leezeietej，4 站 号 = |eyei|; 
在 8 中 ， 
o(A)V c(B) 


(>,e) V (9)e) 
EA EB 
= (e1+€21+ €3) V (e+ e3 + €4 + es) 
= (e1V eV e3)V (esV es3V erV es) 
= eljVeVelVelVes 
= o({el,e,,e3,e4, es}) 
二 o(A UJ 8B); 
o(4A) A o(B) = (27e) 人 (9,¢) 
| et 


= (e+ e+ e3) NM\ (es + e3 + es + es) 
= (e+e€;+e3)*: (e+ es3+ es + es) 
= e+ e3 

= o(4 ff B) 

{ei = e@,e'e=0(iz))}. 


习题 6-3 


1. 判 断 下 列 哈 氏 图 (如 图 6 - 8) 表示 的 偏 序 集 是 否 为 布尔 代数 : 
2. 证 明 ,在 布尔 代数 中 ,ae < bob 三 0. 
3. 证 明 , 在 布尔 代数 中 ,a = bes(a AUY)V(o AD) = 0. 
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4. 若 (B， +， : ) 是 布尔 代数 (8B， V ， 入 ) ,求证 : 


(1)a' =1+a; 
(Wat+bdb= (aV ob)A (a hb)’; 
(3)aVb=a+b-a. 


(2) 


(4) 
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第 7 章 ”应 用 举例 


近世 代数 不 仅 在 数学 上 有 广泛 的 应 用 ,在 物理 化 学 、 计 算 机 学 科 等 方面 也 有 广泛 而 重要 
的 应 用 .本 章 中 ,我 们 仅 通 过 举例 介绍 近世 代数 在 几 个 方面 的 简单 应 用 , 远 不 是 近世 代数 应 用 
的 全 面 展示 .事实 上 ,对 于 许多 专门 的 应 用 有 专门 深入 的 论著 .本 书 参考 文献 3 是 介绍 近世 代 
数学 及 其 应 用 的 一 般 性 书目 . 者 读 者 有 兴趣 ,可 参考 此 书 . 


7.1 Burnside 定理 的 应 用 


1 下 多 面体 着 色 问 题 


问题 1 用 n 种 不 同 的 颜色 给 一 个 正方 体 的 6 个 面 染 色 , 问 有 多 少 种 不 同 的 染色 法 ? 

解 ”车 固定 正方 体 ,6 个 面 中 的 每 个 都 有 n 种 不 同 的 染色 方式 ,共有 ns 中 染色 法 :和 = 
fc ,cz ，,… ,css| .在 这 些 染 色 法 中 ,经 过 正方 体 的 旋转 ,一 种 可 成 为 男 一 种 . 令 正 方 体 的 旋转 群 
(旋转 对 称 构成 的 ) 为 G, 让 G 作 用 在 上 , 则 不 同 染 色 法 的 个 数 就 是 X 在 GC 的 作用 下 产生 的 轨 
道 的 个 数 . 这 样 , 我 们 就 可 以 借助 于 Bumside 定理 解决 问题 . 

首先 ,我 们 说 | G| = 24. 我 们 将 G 作 用 在 正方 体 的 8 个 顶点 上 ,对 于 每 个 顶点 x ,轨道 Gx 中 
点 的 个 数 明 显 为 8; 而 stabx 的 阶 数 为 3, 因 为 固定 x 的 旋转 对 称 轮换 与 x 相 临 的 3 个 顶点 .于 是 

[|G|= |Gx|. |stabx|= 8x3= 24. 
见 图 7 - 1, 正 方 体 的 旋转 群 有 如 下 5 种 类 型 的 元 素 : 


共 1-2 楼 的 两 面 同色 共 顶 点 2 的 三 面 同色 


共 7-8 棱 的 两 面 同 色 共 项 点 8 的 三 面 同色 
左右 两 面 同色 
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与 旋转 轴 平 行 的 四 个 面 同色 上 下 两 面 同色 
左右 两 面 有 2 色 前 后 两 面 同色 
左右 两 面 有 2 色 


图 7-1 


(1) 恒 同 ro ,1 个 : 
可 染 ce = 6 种 颜色 在 rm 之 下 不 变 ; 

(2) 绕 过 相对 两 棱 中 点 之 轴 180? 的 旋转 m ,此 种 有 6 个 : 
可 染 cf = 3 种 颜色 在 ri 之 下 不 变 ; 

(3) 绕 过 相对 两 顶点 之 轴 120? 的 旋转 r, ,此 种 有 8 个 : 
可 染 c/ = 2 种 颜色 在 之 下 不 变 ; 

(4) 绕 过 相对 两 面 中 心 轴 90。 的 旋转 mm ,此 种 有 6 个 : 
可 染 c = 3 种 颜色 在 r, 之 下 不 变 ; 

(5) 绕 过 相对 两 面 中 心 轴 180? 的 旋转 m ,此 种 有 3 个 : 
可 染 cf = 4 种 颜色 在 m 之 下 不 变 . 

下 表 给 出 了 在 以 上 5 种 旋转 下 不 变 的 染色 法 的 个 数 ,最 后 结果 为 : 


7 | 一 | = (ns +3n4 + 12n’ + Brn). 
EEG 


| se 由 
|ic|=2 > 


3n4 


ns + 3n4 + 12m + Bn 
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2 开关 线路 的 计数 问题 


开关 线路 由 若干 个 开关 4 ,…, 4, 组 成 .一 个 开关 线路 也 有 接 通 (1) 和 断 开 (0) 两 个 状态 . 
在 设计 开关 线路 时 ,我 们 要 考虑 开关 线路 的 等 值 问题 .为 了 更 清晰 地 说 明 原 理 ,我 们 考虑 一 种 
简单 的 开关 线路 一 一 由 3 个 开关 4, ,4: ,4; 构成 的 一 个 开关 线路 .我 们 可 以 将 这 样 的 开关 线路 
饮 为 一 个 黑匣子 ,其 有 3 个 二 元 输入 端 :xi ,x, ,xs 和 一 个 二 元 输出 端 : f(xi ,x, ,xs)( 见 图 7 - 
2(1)) .对 于 两 个 线路 /和 g , 若 存 在 置换 reE 5$; 使 gx xx2)yxr3)) = FCxiyxo ;x ) ;我 们 
说 这 两 个 线路 等 值 . 即 我 们 可 以 由 两 个 等 值 线路 的 一 个 置换 其 外 面 的 输入 线 而 得 到 另 一 个 ( 见 
图 7 - 2(2)) ,此 时 我 们 可 以 视 x 为 输入 端 转换 器 . 

问题 2 有 三 个 开关 , 且 不 等 值 的 开关 线路 有 多 少 个 ? 

解 ”因为 输入 端 有 8 种 选择 ,而 输出 有 2 种 选择 , 故 有 2 个 可 能 的 开关 线路 . 令 其 集合 为 

X= {ff ,fs|. 

我 们 将 $; 自然 地 作用 在 上 : 


(x* f) (x » X23 X3) = f\ xxl1) » Xn?) ，Wx(3) ) 。 


必 2 站 f(x :2 ,X3) f(x :> :3) 


(1) 


这 样 ,我 们 的 问题 等 同 于 求 作用 罗 道 的 个 数 .我 们 用 Burnside 定理 解决 此 问题 ,为 此 我 们 

要 计算 $5 中 每 个 元 在 中 不 动 点 的 个 数 .例如 , 取 x = (12) € 5;, 此 时 ， 
(xxf)(x1, x2, x3) = f(x1, x2, Xs) 
相当 于 
f(x2, xX1,X3) = f(x1, Xa ,Xs). 
这 又 等 同 于 f(0,1,zx;3) = f(1,0,zx;), 即 
f(0,1,0) = A1,0,0) 和 f(0,1,1) = f(1,0,1). 

这 说 明 , 在 f(xi,x,,x;) 的 8 个 输入 中 , 除 在 (1,0,0) 和 (1,0,1) 上 的 取 值 受 限制 外 ,其 余 6 个 上 
的 取 值 任意 , 即 

f(0,0,0),f(0,0,1),f(0,1,0),f(0,1,1),f(1,1,0),f(1,1,1) 
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不 受 限 制 .从 而 x = 〈12) 的 不 动 点 的 个 数 为 2 .同样 可 计算 其 它 元 的 不 动 点 的 个 数 . 总 之 ,我 
们 有 下 表 : 


HW | 3 | 2 I 
Wi | 2 | Tepe 
i 是 二 二 三 要 -mn 

不 等 值 的 开关 线路 的 个 数 T= 


事实 上 , 群 在 计数 方面 有 广泛 的 应 用 ,限于 篇 幅 本 节 仅 举 两 例 , 读 者 可 参见 参考 书目 ,如 参 
考 文献 3. 


习题 7-1 


1. 用 3 颗 同 样 的 黑 珠 和 6 颗 同 样 的 白 珠 做 项 链 , 可 做 多 少 种 项 链 ? 
2. 用 n 种 不 同 的 颜色 给 一 个 正方 体 的 8 个 顶点 染色 , 问 有 多 少 种 不 同 的 染色 法 ? 


7.2 ”多项式 编码 原理 


1 编码 问题 


信息 依赖 于 数字 通讯 ,许多 重要 场合 传递 的 数字 不 可 出 错 ,但 受 设备 、 天 气 、 操作 等 方面 的 
影响 ,在 数字 传送 过 程 中 又 难免 不 出 错 ,如 何 解决 这 一 问题 呢 ? 

解决 此 问题 的 第 一 个 方法 是 判别 所 接受 到 的 信息 是 否 有 错 , 若 有 错 要 求 重 发 这 一 信息 .为 
了 接收 者 检验 错误 ,可 对 待 发 的 信息 进行 适当 的 加 工 .为 此 我 们 简 述 几 个 名 词 . 

我 们 称 一 个 上 位 二 进 制 数码 表示 的 信息 为 位 信息 码 . 对 每 个 信息 码 附 加 n -大 位 用 于 检 
错 的 二 进 制 数码 构成 一 个 n 位 码 词 .这 种 数码 称 (n,k) - 码 .由 信息 码 得 到 码 词 的 过 程 称 为 编 
码 ; 接 收 者 收 到 码 词 后 经 过 检 错 后 取出 信息 的 过 程 称 为 译 码 . 

最 简单 的 检 错 码 的 方法 是 奇偶 检 错 码 . 如 下 表 , 码 词 的 设计 是 使 码 词 的 数字 和 为 偶数 : 
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信息 码 码 词 
00 000 
01 101 
10 110 


第 二 种 方法 是 设计 一 种 纠 错 码 ,使 接收 者 能 按 事先 确定 的 规则 纠正 收 到 信息 中 可 能 出 现 
的 错误 .最 简单 的 纠 错 码 是 重复 码 . 如 下 表 , 信 息 码 被 重复 3 次 : 


0 000 
1 z 111 


接收 者 只 要 检查 三 位 数字 是 否 相 同 , 不 同时 以 多 纠 少 . 
编码 问题 就 是 设计 更 有 效 更 可 靠 的 检 错 码 和 纠 错 码 . 方 法 很 多 ,有 用 群 论 方法 设计 的 群 
码 .下 面 我 们 简单 地 介绍 多 项 式 在 这 方面 的 应 用 一 一 多 项 式 编码 . 


2 多 项 式 编码 的 方法 
下 面 我 们 设计 一 种 (n,k) - 三. 


设 待 传送 的 信息 码 为 
bo bi bs bhi, 
其 对 应 的 信息 码 多 项 式 为 
m(x) = bo+ bx+ bx + + bx EDZIx]i 
又 设 码 词 
CoCIC2 ”Cn-l 
对 应 的 码 词 多 项 式 为 


w(x) = atax+ oar ++ax EDLx]. 
现在 ,我 们 给 出 一 个 方法 将 每 个 信息 码 多 项 式 按 一 定 的 规则 得 到 码 词 多 项 式 , 即 将 每 个 信 
息 码 变 为 码 词 . 
首先 ,在 Zfx] 内 任意 选 定 一 个 n -有 次 多 项 式 作为 生成 多 项 式 . 下 式 为 p(x) 除 
Xx” “m(x)(n 次 多 项 式 ) 的 带 余 除 式 : z 
x ‘m(x) = g(x)p(x) + r(x)(r(x) = 0 或 a(r) < 9(p)). 
我 们 取 w(x) = r(x) + x"”‘m(x) 为 码 词 多 项 式 .由 于 妃 [x] 中 没有 正 负 之 分 ， 


近世 代数 基础 


高 等 学 校 数学 系列 教材 信 
二 SA 


w(x) = r(x) - x"m(x) = g(x)p(x), 
从 而 p(x) 1 w(x). 于 是 ,接收 者 可 以 通过 检验 p(x) 1 w(x) 是 否 成 立 来 判断 码 词 是 否 正确 . 
例 1 议 下 我 们 以 表格 的 形式 说 明 如 何 设计 一 种 (7,3) - 检 错 码 : 


n-k 4 

p(x%) 1+x+Xr + 

信息 码 101 

信息 码 多 项 式 m(x) 1 + 和 

余 式 r(x) 1 + x 

码 词 多 项 式 w(x) r(x) + x tm(x)=1+x+x + 
i 检验 数字 信息 


例 2 写 出 由 多 项 式 p(x) = 1 + x + wx’ 生成 的 信息 码 长 & = 3 的 一 切 码 词 . 
” 解 ” 由 于 3(p) = 3 = n -3, 故 码 词 的 长 n = 6, 信 息 码 的 个 数 为 2 = 8. 按 例 1 的 方法 
我 们 可 以 得 到 下 表 : 


码 词 
人 RR 
本 mw 本 
im im 


人 
| 三 
pk | js 
三 | 
(人 
3 | 


110 010 110 


ment 
he 
Hk 
人 
je 
jw 
ja 
3 
jam 


心 
jw 
je 
| 
rk 
La 
tk 
hk 


最 后 我 们 指出 , 在 实际 当中 在 两 端 进行 的 多 项 式 运 算 当 然 不 是 手工 做 的 ,都 是 由 根据 
p(x) 和 (n,k) - 码 要 求 特殊 设计 的 线路 来 完成 的 . 即 编码 时 ,输入 人 员 只 需 输入 信息 码 , 线 路 
会 将 其 转换 成 码 词 .接收 时 ,也 由 线路 来 检验 码 词 是 否 有 错 , 并 进行 必要 的 纠 码 .本 节 仅 显示 了 
多 项 式 编码 的 最 基本 的 原理 ,到 此 为 止 , 感 兴趣 的 读者 可 和 参阅 有 关 编 码 理论 的 专著 . 
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习题 7- 2 


1. 替 生成 多 项 式 p(x) = 1 + x? + wx? +x, 下面 哪个 码 词 有 错 : 
(1)1011011; (2)1100101. 
2. 写 出 p(x) = 1 + x + x 生成 的 所 有 (6,3) - 码 


7.3 ” 尺 规 作 图 


1 尺 规 作 图 问题 


在 中 学 平面 几何 中 ,我 们 用 直 尺 (没有 刻度 ) 和 圆规 可 以 作 已 知 线段 的 垂直 平分 线 ,已 知 
直线 外 一 点 作 此 直线 的 平行 线 , 分 定 长 的 线段 n 等 份 , 作 已 知 角 的 平分 线 (将 已 知 角 二 等 分 ) . 
以 下 是 古 和 希腊 数学 中 的 三 大 几何 作 图 难题 : 

(1) 三 等 分 角 问 题 ; 

(2) 立方 倍 积 问题 ， 即 作 一 个 立方 体 使 它 的 体积 为 一 个 已 知 立 方 体 体 积 的 两 倍 ; 

(3) 化 圆 为 方 问题 ， 即 作 一 个 正方 形 使 它 的 面积 为 一 个 已 知 半径 之 圆 的 面积 . 

这 些 问题 在 平面 几何 的 范畴 内 是 难以 解决 的 ,但 利用 近世 代数 的 方法 ,这 些 问 题 可 以 较 容 
易 地 得 到 解答 . 当然 , 近世 代数 的 解决 方法 有 时 也 依赖 于 其 它 领域 的 成 果 , 如 化 圆 为 方 问题 最 
终 是 因为 x 是 超越 数 而 得 到 否定 回答 . 在 本 节 中 , 我 们 用 近世 代数 语言 简单 讨论 尺 规 作 图 的 
必要 条 件 ( 限 于 篇 幅 我 们 不 讨论 充分 条 件 , 尽 管 对 此 也 有 确定 的 回答 ). 由 此 我 们 可 以 回答 上 
述 的 三 个 问题 . 在 此 ,我 们 再 一 次 看 到 了 抽象 知识 的 威力 . 


2 尺 规 作 图 的 代数 提 法 


建立 平面 直角 坐标 系 , 取 定 点 (0,1)( 确 定单 位 长 度 ). 因为 直线 和 圆 都 是 由 个 别 点 决定 

的 ,因而 尺 规 作 图 的 已 知 条 件 本 质 上 就 是 给 定 有 限 的 几 个 点 : 
(x1371) ,X272) °°, (Kn, Ym) (7), 

再 在 尺 规 所 能 的 操作 下 连续 不 断 地 画 出 一 些 新 的 点 ,这 些 新 的 点 称 (T) 可 构造 点 ,其 坐标 称 
(7) 可 构造 数 , 即 一 个 点 是 否 (7) 可 构造 等 同 于 它 的 坐标 是 否 为 (7) 可 构造 数 . 若 (7) 仅 有 点 
(0,1) , 则 我 们 简称 (7) 可 构造 数 为 可 构造 实数 . 

尺 规 仅 有 如 下 两 个 操作 : 

(1) 通过 已 知 或 已 作出 的 两 点 画 直 线 ; 

(2) 以 已 知 或 已 作出 某 个 点 (两 个 数 ) 为 心 , 以 已 知 或 已 作出 的 某 两 个 点 之 间 的 距离 为 半 
径 画 圆 ， 

这 两 个 操作 产生 新 点 的 方式 如 下 : 
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(1) 两 条 直线 的 交点 一 一 新 把. 

每 条 已 知 或 已 作出 的 直线 由 四 个 已 知 的 数 决定 ,在 坐标 系 内 ,其 方程 的 系数 由 这 四 个 数 通 
过 四 则 运算 得 到 . 而 求 两 条 直线 的 交点 就 是 解 一 个 二 元 线性 方程 组 ,而 其 解 可 由 方程 组 的 系 
数 通过 四 则 运算 得 到 .总 之 ,新 点 的 坐标 可 通过 已 知 或 已 构造 点 坐标 的 四 则 运算 得 到 . 

(2) 直线 与 已 有 圆 的 交点 一 一 新 把. 

求 此 交点 的 坐标 就 是 解 一 个 二 元 一 次 方程 与 一 个 二 元 二 次 方程 (没有 交叉 项 , 且 二 次 项 的 
系数 都 为 联 立 的 方程 组 . 由 于 解 此 方程 组 ,除了 系数 的 四 则 运算 外 ,最 多 会 用 到 一 个 数 (系数 
或 系数 的 四 则 运算 结果 ) 的 平方 根 ,因而 新 点 的 坐标 可 由 已 知 点 或 已 构造 点 的 坐标 通过 四 则 
运算 和 一 个 可 构造 数 的 平方 根 得 到 . z 

(3) 两 圆 的 交点 一 一 新 点 . 

此 时 ,我 们 可 以 得 到 与 (2) 同样 的 结论 . 

总 之 , 若 造 有 理 数 域 Q 的 扩 域 所 = Q(xi ,yi ，… ,zn ;ym), 则 第 一 个 (7T) 可 构造 点 的 坐标 
在 域 严 = FF 内 或 者 在 域 F = Fo(V a)(a € 局 ) 内 . 无 论 如 何 ,都 有 [下 : Fo] = 1 或 2. 同 
理 , 第 二 个 可 构造 点 的 坐标 F 在 的 扩 域 内 , 且 [ FF : Fi] = 1 或 2. 这 样 连续 下 去 , 我 们 就 得 
到 了 (7) 可 构造 数 的 必要 条 件 . 

定理 ” 若 实数 a 是 (7) 可 构造 实数 , 则 存在 F 的 扩 域 使 得 a € F, 且 [FF: Fo]=2 
(k > 0) . 特别 是 , 若 实数 a 是 可 构 实数 , 则 [Q(a) : Q] = 2 (1 > 0). 

推论 ”60° 的 角 不 能 用 尺 规 三 等 分 . 

证 明 ”车 能 ,如 图 7 - 3, 取 此 角 的 顶点 为 原点 ,点 (0,1) 在 其 
一 边 上 , 则 我 们 就 能 构造 一 个 直角 三 角形 ,其 中 一 个 角 为 20?, 取 
其 斜 边 为 1， 因而 可 得 到 长 为 cos20? 的 线段 (一 个 直角 边 ), 即 
cos20。 为 可 构造 实数 ,从 而 

[Q(cosa) : QJ 
应 为 2 的 项 . 
另 一 方面 ,在 三 角 公 式 
cos3a = 4cos’' a - 3cosa 


中 代入 a = 20, 我 们 得 知 cos20* 是 方程 = 4x - 3x， 即 


gx; _ 6x - 1 = 0 的 解 .但 是 ,多 项 式 8x? - 6x - 1 在 Q[x] 内 不 可 约 说 明 [Q(cosa) : Q] = 3. 
这 一 矛盾 证 实 了 我 们 的 结论 . 

评注 :在 这 里 我 们 仅 由 可 构造 数 的 必要 条 件 证 明了 60* 的 角 不 能 用 尺 规 三 等 分 ,但 这 不 是 
说 任何 一 个 角 都 不 能 尺 规 三 等 分 .关于 此 问题 ,读者 可 阅读 文献 2 的 216 ~ 224 页 . 
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习题 7-3 


1. 证 明 立 方 倍 积 问题 的 回答 也 是 否定 的 . 


2. 以 r 是 超越 数 ( 即 不 是 整 系数 多 项 式 的 根 ) 为 条 件 , 证 明 化 圆 为 方 问题 的 回答 也 是 否定 
的 . 
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习题 解答 


说 明 : 有 些 题 的 答案 和 解法 不 唯一 ,特别 是 证 明 题 的 方法 很 多 ,这 里 给 出 的 答案 仅 供 人 参考 ,. 
习题 1-1 


2 .首先 ,将 一 切 正 有 理 数 排列 如 下 (有 重复 ) ,然后 去 掉 重复 ,加 上 0， 再 一 正 一 人 负 排 列 , 即 
得 到 与 Z 的 一 一 对 应 : 


th 
二 


地 
二 


Re 
SD ulb SI -Ib 


w LI 一 |w 


一 一 一 一 一 ~ er 一 一 一 一 一 于 


Ch 
> 
内 
bb 
名 


-过 (0 < x < 1). 
5.A4A 有 1+C+C+ +C +C = (1+1) 个 不 同 的 子 集 . 


习题 1-2 
2.U6, = {l,e,e’,,e },e = Re 十 2 
6 6 
习题 1-3 


3. 如 空间 中 向 量 的 向 量 积 , 作为 运算 律 下 列 两 个 等 式 不 成 立 : 
Zx P= bxad, (axb)x c= ax (bx c). 


4. 分 别 用 左 分 配 律 和 右 分 配 律 展开 (a @ a2) @ (六 @ b2). 
习题 1-4 
1.(1) 是 ; (2) 不 是 ; (3) 是 ; (4) 不 是 . 
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2. 同 构 为 4 的 恒 同 映射 :1, : a F= a. 
3. 大 co:h4 一 B 为 4 到 8B 的 满 同 态 ,6 : B 一 C 为 8 到 C 的 满 同 态 , 则 6o 为 4 到 C 的 满 


4.c :1H~ aelhF> bslhc 为 4 到 (7 ，.) 的 同 构 . 
5.0 : a -a 是 (Q, +) 的 一 个 非 恒 同 自 同 构 . 
6.(a,b) 中 (cd) = (a+ce,b +d), 

(a,b) Q (cd) = (ac - bd,ad+pc). 
7. 反 证 . 设 c 为 (Q, +) 到 (Q" ,…) 的 同 构 , 则 存在 有 理 数 a 使 得 s(a) = 2, 从 而 得 到 不 可 


能 的 等 式 
(A - (和 到 -oo -2 


习题 1- 5 
2. 当 exp8 时 ,z = bb 可 能 成 立 .如 在 Z 中 ,0 关 2, 但 
0=2= {0,+2,+4,.…}. 


3. 是 等 价 关 系 .R*/ ~ = {1,- 1}. 
$. 在 (Z.,。) 中 ,当世 上 0,8 上 0 时 ,但 可 能 出 现 z。 0; 在 (Z,。) 中, 当 a 六 0,5 “0 


时 ,a。b 0. 


7. 有 1+ min{m,n} 个 等 价 类 .如 Maa(R) 有 三 个 等 价 类 ,其 典范 代表 元 为 [” ”9 


0 0 0 ” 


1 0 0 1 0 0 
[。。 dj 和 。 ， .| , 即 任何 -个 2 x 3 实 矩阵 者 等 价 于 其 中 之 一. 


习题 2-1 


1. 反 证 .车 TT, 中 的 元 c : 1 2,2FH>~ 2 有 逆 元 8E 7T, 则 a6 = 1,, 从 而 推 得 矛盾 2 = 
6(0(1)) = (1) = 1. . : 


2.o = ema=a!l;ab = (ab)! = ba- = ba. 

3 .注意 : 

o(a) = o(a );o(€) = l;a’ = ea = alio(a) > 200 二 a. 
4. 用 上 题 的 结论 . 


5. 反 证 . 若 a 的 阶 无 限 , 则 c,o ,a ,… 互 不 相同 . 


7.(=)o0(a) = na = ej; 若 aqa” = el(m>z1), 令 m= qn+r,0<r<n, 则 e= on = 
ara ”= (ai)a = aor = 0—0n|m; 


(=)n 就 是 使 a”= e 的 最 小 正 整数 . 
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8.(0,0) 是 零 元 ; 群 是 无 限 群 ;(0,1) 的 阶 为 2, 但 不 是 零 元 ;(1,0) 的 阶 无 限 . 
9.(-)x = ab,y = bo- 是 方程 ax = b,ya = 。 的 解 . 
( 生 ) 由 定理 2, 只 须 证 明 G 满足 (4) 和 (8B): 
(A) 任 取 bE G. 对 于 方程 yb = 5, 由 (C) 知 ,存在 e € C 使 o = 5. 现 在 任 取 a € C. 
对 于 方程 bt = 4, 由 (C) 知 ,存在 c € G 使 bc = a. 于 是 ,ea = e(be) = (eb)c = bc = a. 
(B) 对 于 方程 ya = e, 由 (C) 知 存在 aE€ CG 使 4” a = e. 
10. 证 明 半 群 6G 满足 条 件 (C). 设 C = {ai,…a,},a,bE€ G. 由 于 左 消去 律 成 立 , 故 6 = 
{aal,… ,aa,s}. 从 而 ,存在 茶 个 ai 使 aa; 二 b , 即 方程 ax = b ,在 G 有 人 解 .同样 ,由 右 消 去 律 可 以 
说 明 方 程 xa = b 在 6G 有 人 解 成 立 . 


习题 2-2 


1 .不 一 定 .例如 ,c : nt 一 元 为 (Z, +) 到 (有 乙 , +) 的 同 态 ,1 在 (Z, +) 中 的 阶 无限 , 但 o(1) 
= 1 在 (Z, +) 中 的 阶 为 2. 

2. 是 的 .c : 元 一 ~ 元 为 同 态 . 

3. 是 的 .c : nF 元 为 同 态 . z 

4. 不 是 交换 群 .单位 元 为 1。， los = ,oss loole,d = lr4; 不 是 交换 群 ， 例如 ,7 ,1 
= Lbs, liliz = 125. 

5. 是 交换 群 . 

6. 


习题 2-3 : 
i | = 。 = (23) ,3 下 = (19)， 
12 9) ow 2 Y= ols ? Y= oo) 


“习题 解答 
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(CU (123) (132) (23) (12) (13) 

(1) | 0) (123) (132) (23) (12) (13) 
(123) | (123) (132) (1) (12) (13) (23) 
(132) | (132) (1) (123) (13) (23) (12) 


(23) | (23) (13) (12) (1) (132) (123) 
(12) | (12) (23) (13) (123) (1) (132) 
(13) | (13) (12) (23) (132) (123) (1) 


2.5; 中 与 (123) 交换 的 元 为 (1), (123),(132). 

3 .直接 验证 . 

4. 说 明 大 次 寡 为 (1) ,小 于 上 次 的 罕 不 是 (1). 

5. 利 用 (1i)(1)(1i) = (5). 

习题 2 -4 z 

2.(7,n) = 1 一 pr + gn = la = ok) (a')®. 

3. 由 习题 2 - 1 - 6, 要 证 明 (a’)i = e, 且 当 (w)” = e 时 , 李 Im. 
令 n = dk,r = dl, 则 GE,I) = 1,(a) = ad =a" = e; 
(a')™” = ea™ = eon| mok| 了 下 m(k = 本 ). 


4. 设 o :CG 一 CG 为 同 态 , 且 G = (a), 证 明 C = (o(a)). 
5. 设 C= (a),G = (a), 证 明 og :qtF-> a ' 为 G 到 CG 的 满 同 态 . 
6.D; = {(1),(23),(13),(12),(123),(132)},D， = 5, 明显 . 


7. 
e 
€ 
r 
i 
r rt 
t t 六 天 € rr” r r 
tin rt rt rr ee rn 7r 
rilrt nm 1 rt rr r e 天 
milirt rt rt t r r r e 
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习题 2-5 


1.1(D (GD,(12)，1(0D, 023) ， 1 (13)} ,1(1),(123),(132)}, 5S;. 
2. 直 接 验证 . 
3 .由 于 {(1D) ,(123),(132)} U 1(12)} c (5), 5S, 没有 4 阶 和 5 阶 子 群 , 故 (S) = 5; .一 个 群 
的 两 个 不 同 的 集会 生成 相同 的 子 群 ,例如 ,((123)) = ((132)) = {(1),(123),(132)| . 
5. 设 下 < C= (a). 由 于 a € Heo(a')" 1 = a*€ 昌 , 故 使 a” € 的 最 小 正 整 数 m 存 
在 .事实 上 ,8 = (a"), 这 是 因为 
a EH,k= qm+r(O0<r<m) a = a = a™a 
a = a'(a") EH 
=>r=0 
=a = (a”)’. 
7 .证明 群 中 非 单 位 元 的 阶 是 这 个 素数 ( 群 的 阶 ). 
8 . 任 取 此 群 的 非 单 位 元 4, 则 oCa) 1p" ,从 而 ola) = 斑 (0 < < m). 于 是 ,olaf )=p， 
子 群 (af”) 的 阶 为 p. 
9. 设 ol(a) = 有 ,0(b) = 1, 则 (ab)”= e. 表 由 下 面 的 推理 知 命题 成 立 : 
(ab)” = ea"™l™” = ea = (8 )"™ 
a (bm = e om = (b- ”=e 
skim,ll km lm,l|l m= Rl1m. 
11. 设 群 C 的 阶 为 4. 若 G 中 有 一 个 元 的 阶 为 4, 则 G 为 循环 群 . 若 G 中 没有 阶 为 4 的 元 ， 
则 CC = {e,a,b,c| 中 的 元 除 单位 元 e 外 , 阶 都 是 2, 此 时 C 为 交换 群 ,ab = c,bc = a,ca = 5b. 
此 群 明显 是 同 构 于 Klein 四 元 群 . 
12. (一 ) 子 群 的 定义 . 
(一 )H 中 结合 律 自然 成 立 , 再 加 之 运算 封闭 , 故 五 是 半 群 .又 两 个 消去 律 在 H 中 也 自然 成 
立 , 由 习题 2-1-7 知 H< C. 
13.(1) 例行公事 可 验证 ~ 为 H x 天上 的 等 价 关 系 . 
(2)(h,k) 代表 的 等 价 类 (hh = 1(x,y) 1 xy = 不 |, 即 吾 x 天 有 1 HK 1 个 等 价 类 .又 
(x,Y) €E (hk) oxy = jy = x ih=a€E HNK 
x= ha,y = ak(a€E HK) 
说 明 每 个 等 价 类 中 包含 | 瑟 人 站 | 个 (h, 上 有) .总 之 ,等 式 成 立 . 


习题 2-6 


lI.N = fe,nij,g ngE€ N,n 兴 eg ng = nng = gn nk Z(GCG). 


”习题 解答 | 
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2. 由 定义 直接 验证 . 
3.a ¢ NeaN x NoaN(|IN:= 9; 
a ¢ NoNa 2 NoNa [IlN:= 0; 
[G:N]=2—»3G=aNUN= NaUN(a¢ N) 
—aN = Na. 
4. 令 a = hini,b = hsn,. 由 下 面 的 推理 知 HN < CG: 
ab = hinih,n, = (hi hs) [hz rh)n,)] € HN, 
a = (hn) = nilhi! = nh = h(h inh) € HN. 
5.(1) 例行公事 ,可 验证 C 是 G 的 子 群 .再 注意 
g [a,blg= g ab abg = (ga!)b!abg 
= [(ag)™b (ag)5 [0 gbg] 
= [ag,bllb,gl € Ci 
g [a,bj[e,dlg = (g [a,blg)(g [cd]g) EC. 
(2)aC : bC = bC : aCesabC = baC = baC 
Sba) (ab)= [a,bl€ TCS. 
(3) 我 们 只 要 说 明 每 个 换 位 子 [e ,5] € N: 
aV.，NV = oaNcapV = baN 
ba) (ab) = [a,b] EN 一 CC N. 


习题 2-7 


3. 证 明 5 : gF~ ol(g)NW 是 群 G 到 G/N 的 满 同 态 ,再 证 明 kerz = NN 即 可 . 
4.( 二 )o : G 一 G' 为 满 同 态 , 则 GC/kerc = 6 . 从 而 z 
|1GlI=|kerc|l-:!G’ |. 
(二 ) 设 CG= (a),(o)a = n;G’ = (6),(0)b = m,m1n. 令 
o:a:Ft b. 
只 要 o 是 映射 ,其 保持 运算 是 明显 的 . 推理 : 
0 三 ae | (天 = 1) 一 mm | (天 一 站) 一 > 六 三 8 
说 明了 c 是 映射 . 
5.G = (a),N < GoG/N = (aN). 


习题 2-8 


1. 作 为 集合 ,直接 证 明 两 边 互 相 包含 . 
2. 轨 道 就 一 个 8 ,stabaH = afHa. 


3. 利 用 有 限 群 的 类 方程 证 明 p 整除 | C 1. 


近世 代数 基础 
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习题 3 一 1 


1. 令 ab = 0. 
2.(ma)(na) = (na)(ma) = (mn)a. 
3. 只 需 验证 加 法 和 乘法 是 封闭 的 . 
4. 用 左 分 配 律 和 右 分 配 律 展开 2(a + 6b): 
2(a+b)=2a+2b=ata+b+b, 
2(a+b) = (1+1)(a+b)= (a+b)+(a+5b) 
a+b+a+b 


Sat+a+b+b=atb+a+b 
a+b= b+a 
5.(k,n) = lpk + gn = lpk = 1. 
0. 仿 am = 0,a” = 0 则 
(a+ bY = Crit + Chraa™” 六 十 二 Ci dn Db 


站 Ca"™b" + Ca a™ pb"+! 十 。， 十 Drt+n 


十 六 


7.(1) 一 (2) :自然 ; 
(2)—(1): 


m 2 2 2 
an = 0 一 a” = 0a = 0 一 … 一 a = 0 一 a = 0 


8. 首 先 ,(a +8)=a+p 一 ao+ba = 0 一 ap =- ba. 令 a = 8 得 到 2a” = 2a = 0. 从 而 
a =-a,ab =- ba = ba. 
9. 令 (1 - ab)-! = 6c, 即 c(1 -ab) = (1- ob)e = 1. 我 们 有 
c(1-ab)= 1c -cab = 1 一 ca = capa = a—ca(l - ba) = a— bcall - ba) = ba 

-bca(l - ba) =- ba=sl - bca(l - ba)= 1- ba 
(1 - ba) + bca(l - ba) = 1 一 (1- ba)(l+ beca) = 1. 

同 理 (1 - ab)c = 1 一 (1+ pa)(1- ba) = 1. 总之， 

(1- ba) = 1 + bca. 


习题 3-2 


1.(1)4 的 素 因 子 只 有 2; 
(2) 令 天 一 {1l,a,b}, 则 a +1 三 b,b+l 二 a. 因 |F*|= 3, 故 


a =b=a+l, b=a=b+l. 


.习题 解答 | 
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4. 首 先 ,(a,n) = 1 二 pa + gn = 1. 因 而 
bEasnl(b-a)sb-a= hob=a+kn 
pb = pa + pkn = 1- gn + phkn 
pb+(g-pk)n=1 
—»(b,n)=1. 
只 要 证 明 (a,n) = 1,(5,n) = 1=>(ab,n) = 1, 这 是 明显 的 . 
6. 0 (a,n) = la = on | (a® 1) = 1(modn). 
习题 3-3 


3. 设 人 为 其 单位 元 . 令 
= |(pe)(qe)- lp,g EZ,g #0} 
则 vo: gm (pe)(ge)” 为 Q 到 0 的 同 构 . 
4. 加 群 乙 , 的 一 切 自 同 构 为 : 
rc:0HF~0,IH~1l2H=~2， 6 :0 0,1H> 2,2F” 1; 
域 歼 的 一 切 自 同 构 仅 有 上 述 的 恒 同 映射 o 一 个 . 
5. 由 于 站 = - 1, 若 o 为 自 同 构 , 则 (c(i))? = - c(1) = - 1， 即 
o(i) = i 或 o(i) = ~ ii 
另 一 方面 ,Q(i) 确实 有 两 个 满足 上 述 条 件 的 自 同 构 . 


习题 3 -4 
1. 证 明 R[x] 无 零 因 子 , 即 f(x) x 0,g(x) 0 一 /(x)g(x) zz 0. 由 于 RR 是 整 环 , 无 零 
因子 ， 这 一 点 正确 : 
fx) ¥ Of(x) = ax + + ao #0,a 0 | 
=—> anbn 0 
8(%) ¥ Og(x) = bx + + bo 0,b, 0 
一 Fx)g(x) = ax + + aobo 0. 
3. -入 +1= (r+1). 


习题 3 - 5 


1. 直 接 验 证 得 7 = {4r|r € RI 是 R 的 理想 .但 
4=4x0+4xlE(4) = {4r+4nlr€ R,n € Z|), 
而 4¢ 1= {8nln € 2Z}. 
2. 说 明 1 € (3,7). 


‖ 近世 代数 基础 
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3.1 = 六 .2 40. x€ (2,x) 2,x) = (1) = Q[z] 


5.10} ,10,31 ,10,2,4} ,Ze 
6. 首 先 ， 
a+bi=a+bit+b-b=(a-b)+b(l+i) 
(0 + bi)+1= (a-b)+1 
说 明 R/(1 + i = {n+ 7 {n € Zi; 另 一 方面 ， 
n+l=m+ion-mEl 
on-m= (a+tbi)(l+i) 
on-m=a~-b,0=a+D5b 
On-m= 2a 
说 明 2k4+T= 71,(26+1)+7=1+7. 总 之 ， 
R/I(1 +i) = 17,1+ 1}. 
7. 在 Z[x] 中 ,(2,x) 是 常数 项 为 偶数 的 一 切 多 项 式 . 假 设 
(2,x) = (p(x)) 为 主 理想 , 则 2 = q(x)p(x),x = r(x)p(%). 前 者 说 明 p(x) =+ 上 1, 土 2. 生 
p(x) =+ 上 1, 则 (2,x) = (p(x)) = Z[x], 这 不 可 能 . 若 p(x) = 土 2， 这 也 同 x = r(x)p(x) 了 矛盾 . 


习题 3-6 


1 .由 习题 3 -5 -6 知 R/(1 + i) 有 两 个 元 , 零 元 和 单位 元 ,从 而 为 域 . 
2.(%) 不 是 Z[x] 的 极 大 理想 , 因为 Z[x] 为 有 单位 元 的 交换 环 , 但 Z[x]j/x) = 2Z 不 是 域 . 
同 理 (x) 是 QLx] 的 极 大 理想 . 
3. 当 时 a 上 0,(a) = R ,从 而 a 可逆. : 
4. 首 先 ,注意 ,在 环 2Z 中 ,(4) = {4r +4nlr € 2Z,n € Z| = {4(2m+n) Im,n € 2Z}. 
若 (4) C 7<Z,(4) #1, 则 存在 2k € 1,2k gg 《4). 而 
2k ¢ (4) = {4(2m + n)l m,n € Zk ¢ 4m+2nlm,n EZ 
说 明 = 4g + 1 或 & = 4q + 3. 前 者 说 明 
2 = 2k - (29) : 4€ 7 一 [= 2Z; 
后 者 说 明 
2 = 2k- (2q+1):.4€ I = 2Z. 
”2Z/(4) 没有 单位 元 ,从 而 不 是 域 . 
Ss.(m,n) = lspm+ gn = 1(p,g € Z) .在 R 的 商 域 @ 内 ， 
gag= aoPmtm = (anr)p+(or) +(b")? + (60) = 0™” = 2b. 
6.Z[x]/1 = {l,l+ I,x+1,(l+X¥)+1. 


习题 解答 | 
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习题 4-1 


1.(1) 在 Q[x],g(x) = 本 zx - 语 ,r(z) = - 9 -二 


在 Z[x],g(x) = 2x +2,r(x) = x 3; 
(2) 在 Q[xj,q(z) = x?+x-1,r(x) =-5x1+6; 
在 Zs[x],g(x) = 妇 +x- 1,r(x) = 1. 
2.(1) 在 QLx],(f(x),g(x)) = x+1i 
在 Zs[x],(f(x), g(x)) = 1; 
(2) 在 Q[x],(f(x),g(x)) = 1; 
在 ZLx],(f(x),g(x)) = 1. 
3.filg=g8 = hfi,fless = hf; 
WU) = 1 ph + gf = lgph + eqfy = gphsfifi + hgfifs = goffslg. 


习题 4- 2 


l.x +x +x+l1= (x+1). 

2.x -1= (x-1). 

3. 肥 证 .由 于 x + x+ w+x+1 在 乙 内 无 根 , 故 若 在 ZzZ,[x] 内 可 约 ,其 为 两 个 二 次 不 可 
约 多 项 式 的 乘积 , 而 [x] 的 二 次 不 可 约 多 项 式 仅 有 x? + x + 1. 于 是 ， A a 


+r +r+xr+l= (x +r+1) = xx + 1. 
习题 4-3 


1.f(x) = (x+2). 

2. 由 于 R[xj c E[x], 故 在 E[x] 内 仍 有 (f(x),f'(x)) = 1. 从 而 ， 在 域内 f(x) 仍然 
没有 重 根 . 

3.x ~ x = w(x-1)(x -2)(x-3)(x -4). 

习题 4-4 

1.(1)2;(2) - 1,3. 

2. 由 于 加 (x) = vi + yz+1I=2=1 故 


4 


: BD, (x + 1) = (s+1) 1 = xpP- + Co 一 十 …， 十 CP x + 也. 
由 Eisenstein 定理 ,@$,(x + 1) 在 Q[x] 内 不 可 约 , 从 而 更 (x) 在 Q[x] 内 不 可 约 . 


上 近世 代数 基础 


习题 S$S-1 


2.[QV2W3) : Q] = [QW2W3) : QW2)JLQW2) :Q] = 2x2 = 4; 

QQW5IW3) 在 Q 上 的 一 个 基 可 取 为 1V2wW3wW2V3. 

3 .作为 Q 上 的 线性 空间 ,QQW2) 和 Q(i) 都 是 二 维 的 ,从 而 同 构 . 但 作为 域 它 们 不 同 构 ,者 
它们 同 构 ,Q(i) 到 QQ2) 的 同 构 为 c, 则 由 了 = - 1, 我 们 可 得 到 (c(i)) = - ac(1) = - 1, 但 
Q(CV2) 中 没有 平方 为 - 1 的 元 . 


习题 5- 2 
1. 生 + 1 = 二 - 忆 b 全 二 在 Q[x] 上 的 极 小 多 项 式 为 


[z -全 -3D][z- (二 + 读 D] = 全 -x+ 六 


;在 Q[x] 上 极 小 多 项 式 为 + 1. 由 于 这 两 个 多 项 式 不 同 , 故 Q(i) 与 Q( 全 二) 不同 构 . 


2.(w +ut+ Dw u) =-2u+2,(u- 1) = -本 4 2 - 亏 . 


3.w = cos 各 + isin 答 是 x? -1 =0 的 根 .x* -1 = 0 在 Q[x] 内 的 标准 分 解 式 为 
x -1= (x +1)(x -1) 
= (x +1)(x -x +1)(x -1)(x +1) 
= (x+l)(x -x +1)(x -1)(x +x+1)(x+ 1)(x* -x+1) 
~ xl)(x+1)x +l)(x -x+1)(x +x+ 1)(x — x + 1). 
xs -x+1 是 ww 在 Q 上 的 极 小 多 项 式 ,[Q(w) : Q] = 4. 


习题 5 -3 


1 .由 条 件 , 设 eo+ eia+…+ear =0,e0ye1…es 忆 , 则 a 是 El = (Ceoel… es) 上 
的 一 个 代数 元 , E,(a)/F 为 有 限 扩 域 . 另 一 方面 ,由 于 E/F 为 代数 扩 域 , 故 eo,e1，,…,es 是 下 上 的 
一 个 代数 元 , E,/F 是 有 限 扩 域 ,从 而 已 (c)/ 也 是 有 限 扩 域 .于 是 ,a 是 上 的 一 个 代数 元 . 
2. 邻 a，,…a, 是 EE 在 F 上 的 基 , 则 EE = F(al,…,an). 
3. 要 证 [1 (a) : 1] = n. 设 [I(a) : 1] = &, 则 由 
[1a) : F] = [I(a): TI: Fj]= Ek: m; 
[ICa) : F] = [1(a): F(a)][F(a): Fl= ln, 
我 们 得 到 n|km, 从 而 nlk,k 宕 nn. 另 一 方面 ,由 于 下 C 1, 故 a 在 1 上 的 极 小 多 项 式 的 次 数 不 高 


习题 解答 | 


SN Ne” SR N- 
RN 高 等 学 校 数学 系列 教材 


于 它 在 FF 上 的 极 小 多 项 式 的 次 数 , 即 < n. 于 是 = n. 
4.( 一 ) 由 于 [EE: 1 = 2, 故 YE EE -1I 在 1 上 的 极 小 多 项 式 为 
x+ 下 + 
即 y+ i +j = 0. 但 ,由 于 FF 的 特征 不 是 2， 
P+iy+t+j=057+2T pA pe a 


二 (7 + 万》 + 0- 二 ) =0 
故 EE 内 存在 元 素 a, 其 在 1 上 的 极 小 多 项 式 为 x? + i. 同 理 ,1 内 存在 元 素 8, 其 在 上 的 极 小 多 
项 式 为 x* + f. 设 i= a8+b,a,bEF, 则 
oe +i=0sa = = apB+2abB+rb =- of+2b(- a b)+b 
=-2be -bafosa + 26) + (b+ af) =0. 
从 而 E - F(a), 且 a 在 FF 上 的 极 小 多 项 式 为 x + ax? + 8.( 熏 )1 = F(a?) 满足 要 求 . 


习题 5 -4 


1. 取 a = cos 答 + isin 冬 , 则 a,a?,a’,a? 是 x* + 1 的 一 切 根 ,它们 都 含 在 Q(a). 于 是 ， 
x + 1 在 Q@ 上 的 分 裂 域 是 单 扩 域 Q(a), 其 中 a +1 = 0. 
2. 由 分 裂 域 的 唯一 性 ,我 们 不 妨 假 设 .8 € C. 令 s = e 征 , 则 
x -a=x-p-= (x -B(x - Be)(x - Be’). 
于 是 ,x - a 在 QQ 上 的 分 裂 域 为 Q(B8,Be,Be?) = Q(B)(e). 由 于 ,e 上 Q(B) 故 Q(B) 不 是 
x ”-- a 在 Q@ 上 的 分 裂 域 . 
3. 令 EIF 为 p(x)…p。a(x) 的 分 裂 域 .在 EI/F 中 取 aj,…,a 使 它们 分 别 为 p(x),…,p,,(x) 的 
根 , 则 五 = F(a ,…,a) 满足 要 求 . / 
4. 由 -a= 汉 -= (x--B)? 知 F(B)/F 是 x* -a 的 分 裂 域 . 
5.(U 由 F(x)=(z -xyx-a = po -1=-1 知 Fx) 没 有 重 根 . 
(2) 令 EI/F 是 f(x) 的 分 裂 域 ,8 E E 是 f(x) 的 一 个 根 . 由 
f(B+1)= (B+1)?- (B+1)-a=pF+1-B-1-a= 8) =0， 
我 们 得 到 
f(x)= (x -Bx- (B+1)]: Lx- (B+p -1)]. 
奇 A 信 x) 在 FLxj] 内 可 约 , 则 f(x) 的 上 述 分 解 式 的 上 (0 < 有 < p) 个 一 次 式 之 积 为 F[x] 中 的 
多 项 式 . 由 此 乘积 的 次 高 项 的 系数 可 以 推出 BE FF, 即 f(x) 在 有 根 .反之 ， 车 儿 x) 在 玉 有 根 ， 
则 ALx) 在 xj] 内 就 可 以 分 解 为 一 次 式 的 乘积 ,可 约 . 
6. 设 f(x) = pi(x)pz(x) 有 重 根 , 则 (f(x),f'(x)) = d(x) #1. 由 d(x)|pi(x)p,(x), 
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我 们 得 到 d(x) = pi(x),d(x) = pz(x) 或 d(x) = pi(x)pz(%). 若 d(x) = pi(x), 下 由 
d(x)|f'(x), 及 

f(x) = pi(x)p2(%) + pi(x)p2(%) 
知 p(x)|p1(%)p2(%x). 从 而 


pi(x)| pi(x)—>pi(x) = 0—5(pi(x),pi(x)) = pi(x) 关 1,p1(x) 有 重 根 ,矛盾 . 
同样 ,d(x) = p,(x) 也 不 能 成 立 . 
若 d(x) = pi(x)p2a(x), 则 f(x)1f'(x), 从 而 (x) = 0, 即 
~ pi(x)p2(x) =— pi(%)p2(%). 
由 此 ,ps(x)|pi1(x)p2(x), 这 也 不 可 能 . 


习题 5-5 


1.g = p” ,我 们 断言 (x - x)1(wx* - x). 这 由 下 面 的 运算 可 以 看 出 : 
ww-! 1) 下 w(K DE et) 本 1) 
= x k(x) = (0 — x)k(x). 
这 说 明 xs -x 的 分 裂 域 Fr) 中 包含 2 ” -x 的 分 裂 域 , 一 个 有 p” 个 元 的 子 域 . 另 一 方面 ,下 的 
有 pp” 个 元 的 子 域 是 ww”-- x 的 分 裂 域 ,而 x? - x 没有 重 根 , 因而 这 样 的 子 域 唯一 . 
2. 因 为 分 裂 域 是 代数 扩 域 ,由 上 题 ,这 是 明显 的 . 
3.x x= xx- 1)(x -2)(x-(p -1)). 
4.2+x+1l1 x+ +l. 
5.(1) 说 明 x” + x +1 在 乙 [x|] 内 不 可 约 ; 
(2)D/IT = {I,l + 1,x+1,(l+%)+ IT,x + IT,l+x)+I,(x+%)+I,(l+xt+ x ) 二 了; 
(3) 由 (2) 可 知 ; 
(4)Z[x]/M(x + x + 1) 也 为 域 , 且 与 [x]/I 同 构 . 
6.(1)F = F,[x]/1 为 域 ,有 g' 个 元 素 ,F* 为 gq" - 1 元 的 乘法 群 ,从 而 
(x+1)"- =1+1 
即 x*-!€ 1,p(x) 1 (x* -1 -1), 进 而 
p(x) | (x — x) 
(2) 由 于 (x” - x) = - 1, 从 而 x* -x 没有 重 根 ;再 由 (1) 知 p(x) 没有 重 根 . 


习题 6-1 
1.(1) 不 是 ;(2) 不 是 ;(3) 是 . 
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2.4 上 满足 条 件 的 一 切 偏 序 关系 为 : 
{(a,a),(b,b),(c,c),(a,b)}, 
{(a,a),(b,b),(c,c),(a,b),(a,c)}, 
{(a,a),(b,b),(c,c),(a,b),(c,b)}, 
{(a,a),(b,b),(c,c),(a,b),(b,c),(a,c)}, 
{(a,a),(b,6),(c,c),(a,b),(c,b),(c,a)}, 
{(a,a),(b,b),(c,c),(a,b),(c,b),(a,c)}. 

3. 对 比 它们 的 哈 氏 图 建立 同 构 . 


习题 6 -2 


1. 不 是 ,2 A 3 不 存在 . 
3.(1) 是 ;(2) 是 ;(3) 是 ;(4) 不 是 . 
4. 证 明 x < yy 及 y < x%. 由 对 称 性 ,只 要 证 明 一 个 : 
y<yV(yAa)= (yAy)V (yA a) 
=yA(yV a) 
=yA(xV a) 
= (yAa)V (yA zx) 
= (xAa)V (yA wx) 
= x 人 (yV a)<x. 
S.xX= xX— X=XVxX=1l,x=xAx = 0.,1-= 0. 但 在 至 少 有 两 个 元 的 有 界 格 中 1 x 0. 


习题 6-3 


1.(1) 不 是 ,元 数 不 是 2"; 
(2) 不 是 ,元 数 不 是 2"; 
(3) 不 是 ,有 2 个 元 ,但 不 与 (p({a,5b,c})，, < ) 同 构 ; 
(4) 不 是 ,元 数 不 是 2 . 
3.a = 0 一 (Ca AD)V(Ca Ap) = (aAa)V(aAa)=0V0=0; 
(aABb)V(la Ab)=0—aAb =1=0=(aAb) =a VD， 
—»l1l=0=(aAb)=a Vb 
=— b= (a)=4a 
4.(1)1+a= (Ada)VGLAa)=aoVvV0O= ao. 
(2)(aV 6)A(aAb) = (aV 6)A(a VD ) 
=[(aV 5b)Aa]Vl(aV 6b)Ab') 
= [GeAa)V(SAa)VLeADD)V(GADD) 
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=(bAa)V (aAb’) 

=a+b 
(aV b+ab= [CaVb)A(la Ab)IV (aV Bb) A(o A 5) 
(a+b)V [l(a Ab)A (a A 25) 
a+b=aVb=a+b-ab 


习题 7-1 
1.7 种 (G = D,, 2》) 1F,| = 126). 
gE Do 


1,s 4 2 
9 An + 17m + 6n’ ). 


习题 7 -2 

1.(1)1011011( 错 ). 

2. 

码 词 
2 信友 

oon wl 
im lw 
oo lo 

习题 7-3 


1 取 已 知 正方 体 的 边 长 为 1. 若 问题 回答 是 肯定 , 则 ?2 为 可 构造 实数 .但 /2 是 Q[ x] 中 不 可 
纳 多 项 式 x - 2 的 根 ,从 而 [QW2) : Q] = 3 不 是 2 的确 . 

》 取 已 知 圆 的 半径 为 1. 若 问题 回答 是 肯定 , 则 5 为 可 构造 实数 .但 为 超越 数 , 从 而 /也 
是 超越 数 (代数 数 的 平方 还 是 代数 数 ) , 故 [QWr) : Q] 不 能 是 2 的 暴 ( 无 限 ). 
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